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Prólogo 


Este libro está destinado, ante todo, para servir como texto 
en cursos de teoría axiomática de conjuntos. Se ha desarrolla- 
do en detalle el sistema de Zermelo-Fraenkel. La preparación 
matemática que se necesita es mínima; en particular, no se re- 
quiere conocimiento previo de teoría de conjuntos o de lógica 
matemática. Por otra parte, los estudiantes necesitarán cierto 
grado de cultura matemática general, especialmente para domi- 
nar los dos últimos capítulos. Aun cuando en todo el libro se 
usa un poco de notación lógica, las demostraciones están escri- 
tas en estilo informal y se ha tratado de evitar el exceso de sim- 
bolismo. Se ha hecho un glosario de los símbolos de uso más 
frecuente. , 


Los ocho capítulos están organizados asi: En el capitulo 1 
se hace una breve introducción. El capítulo 2 trata de desarro- 
llos generales y el capítulo 3, de relaciones y funciones. No hay 
teoremas difíciles en estos tres capítulos y pueden estudiarse 
muy rápidamente en un curso avanzado. El principal énfasis pe- 
dagógico se ha hecho sobre el papel exacto que desempeñan los 
axiomas introducidos en el capítulo 2, los cuales aparecen re- 
sumidos al final del capítulo. 


En el capítulo 4 se consideran los temas clásicos de equipo- 
tencia de conjuntos, conjuntos finitos y números cardinales. El 
teorema de Schröder-Bernstein se demuestra desde el principio 
del capítulo. El desarrollo de la teoría de conjuntos finitos si- 
gue al pie de la letra el conocido artículo de Alfred Tarski, pu- 
blicado en 1924. La teoría de los números cardinales se ha sim- 
plificado mediante la introducción de un axioma especial según 
el cual los números cardinales de dos conjuntos equipotentes 
son idénticos. Este axioma no es parte del sistema usual de 
Zermelo-Fraenkel y por ello toda definición o teorema que de- 
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penda de él se ha marcado con el símbolo ` + '; pero permite un 
desarrollo tan simple y natural, que su introducción me ha pa- 
recido plenamente justificada. El capítulo 5 abarca parte del 
mismo contenido desde otro punto de vista. Los números natura- 
les se definen como los ordinales de von Neumann y se desarro- 
lla la teoría de definiciones por recurrencia. Se introduce el 
axioma de infinitud y la sección final trata de los hechos bási- 
cos acerca de conjuntos enumera bles. 


En el capítulo 6 se da en detalle la construcción usual de los 
racionales y de los reales. Se usan las sucesiones de Cauchy de 
números racionales, en lugar de las cortaduras de Dedekind, pa- 
ra definir los números reales. La mayor parte de los hechos ele- 
mentales acerca de conjuntos con la potencia del continuo se 
ha demostrado en la sección final. Puesto que para muchos cur- 
sos de teoría de conjuntos puede no ser factible incluir la cons- 
trucción de los números reales en el tiempo asignado, o por- 
que dicho tema puede estar incluido en otros cursos, el libro se 
ha escrito de tal manera que este capítulo puede omitirse sin 
pérdida de continuidad. 


El capítulo 7 trata de inducción transfinita y aritmética or- 
dinal. El tratamiento de la inducción transfinita y la definición 
por recurrencia transfinita es uno de los más detallados que se 
hayan publicado hasta ahora. Se han dado muchas formulacio- 
nes sinónimas, en la esperanza de que la consideración sucesiva 
de ellas clarificará al estudiante el carácter esencial del proce- 
so transfinito. Se introduce el sistema axiomático de sustitución 
para establecer un esquema de recurrencia apropiado para defi- 
nir la adición ordinal. Los hechos más familiares acerca de los 
alefs y conjuntos bien ordenados se han demostrado en la parte 
final del capítulo. 


El capitulo 8 trata sobre todo del axioma de escogencia y 
sus equivalentes como el principio maximal de Hausdorff y el 
lema de Zorn. Varios hechos importantes cuyas demostraciones 
requieren el axioma de escogencia, también se han aplazado pa- 
ra empezar a estudiarlos en este capítulo. Un ejemplo típico 
es la identidad entre el infinito ordinario y el de Dedekind. 


Aun cuando la bibliografía consignada al final del libro es 
pequeña, sí se compara con la que da Fraenkel en su Abstract 
Set Theory (“Teoría abstracta de conjuntos”), he tratado de 
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incluir muchas de las mas importantes monografias sobre cada 
tema. Puesto que la teoría de conjuntos, aun quizás la axiomá- 
tica, está convirtiéndose finalmente en parte del patrimonio 
intelectual de todo joven matemático, es de algún interés his- 
tórico anotar que la mayor parte de los documentos a que se ha- 
ce referencia en el texto se publicaron antes de 1930. 


Espero que este libro sea útil para varios tipos de cursos. En 
un curso semestral de teoría de conjuntos para estudiantes de 
cuarto año de universidad o primero de post-grado se puede ver 
todo el libro, con excepción quizás del capítulo 6. Los cursos de 
filosofía sobre los fundamentos de la matemática podrían abar- 
car con provecho los cuatro primeros capítulos, que terminan 
con la construcción de los números naturales como cardinales 
finitos. El material de los primeros seis capítulos, que terminan 
con la construcción de los números reales, es adecuado para un 
curso universitario de fundamentos de análisis, o como lectura 
adicional para el curso de teoría de funciones de variable real. 


PATRICK SUPPES 
Stanford, California 
Enero, 1960 
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Capitulo 1 


Introduccion 


$ 1.1 Lateoria de conjuntos y los funda- 
mentos de la matemática. Entre las muchas ra- 
mas de la matemática moderna, la teoría de 
conjuntos ocupa un puesto único: con muy 
raras excepciones, las entidades que se estu- 
dian y analizan en matemática pueden con- 
siderarse como ciertos conjuntos o clases 
particulares de objetos.* Esto significa que 
las varias ramas de la matemática pueden 
definirse formalmente dentro de la teoría de 
conjuntos. Como consecuencia, muchas pre- 
guntas fundamentales acerca de la naturale- 
za de la matemática pueden reducirse a pre- 
guntas acerca de la teoría de conjuntos. 

El matemático práctico, lo mismo que el 
hombre de la calle, raras veces se encuentra 
con la pregunta insólita: ¿Qué es un número? 
Pero el intento de responder precisamente a 
esta pregunta ha motivado gran parte del 
trabajo de matemáticos y filósofos de la fun- 
damentación matemática durante los últimos 
cien años, La caracterización de los números 
enteros, de los racionales y de los reales, ha 
sido un problema central para las investiga- 
ciones clásicas de Weierstrass, Dedekind, 
Kronecker, Frege, Peano, Russell, White- 
head, Brouwer y otros. Las perplejidades 
acerca de la naturaleza del número no se ori- 
ginaron en el siglo diecinueve. Una de las 


* Intuitivamente queremos significar con conjunto o 
clase una colección de entidades de cualquier tipo. Asi, 
podemos hablar del conjunto de todos los irlandeses, o 
del conjunto de todos los números primos. En la mate- 
mática ordinaria las palabras “conjunto”, ‘clase’, ‘colec- 
ción’, 'agregado”, son sinónimos y asi las usamos aquí, 


más espléndidas contribuciones de los anti- 
guos matemáticos griegos fue la teoría de la 
proporción de Eudoxio, expuesta en el libro 
V de los Elementos de Euclides; el principal 
objetivo de Eudoxio fue dar un tratamiento 
riguroso a las cantidades irracionales como 
la media geométrica entre 1 y 2. Puede de- 
cirse realmente que el desarrollo detallado a 
partir de los axiomas genetales de la teoría 
de conjuntos,de la teoría de números y del 
análisis, tiene gran parte del espiritu de Eu- 
doxio. Sin embargo, el desarrollo real de la 
teoría de conjuntos no proviene directamente 
de un intento de resolver este problema cen- 
tral de la naturaleza del número, sino de las 
investigaciones de Georg Cantor, alrededor 
de 1870, en la teoría de series infinitas y 
otros temas de análisis relacionados con 
ella.* Cantor, a quien se considera usual- 
mente el fundador de la teoría de conjuntos 
como disciplina matemática, fue llevado por 
su trabajo a la consideración de conjuntos 
infinitos o clases de carácter arbitrario. En 
1874 publicó su famosa demostración de que 
el conjunto de los números reales no puede 
ponerse en correspondencia biunivoca con el 
conjunto de los números naturales (los en- 
teros no negativos). En 1878 introdujo la no- 
ción fundamental de que dos conjuntos son 
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excepto en algunos pocos pasajes explicitamente deno- 
tados. 


* Para una visión histórica detallada del trabajo de 
Cantor, véase Introduction to Cantor, de Jourdain [1915]. 
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equipotentes o de la misma potencia (Mäch- 
tigkeit) si cada uno puede ponerse en corres- 
pondencia biunivoca con el otro. Es claro 
que dos conjuntos finitos tienen la misma 
potencia, precisamente cuando tienen el mis- 
mo número de elementos. Así, la noción de 
potencia lleva, en el caso de los conjuntos 
infinitos,a una generalización del concepto 
de número natural, al de número cardinal 
infinito, El desarrollo de la teoría general de 
números transfinitos fue uno de los grandes 
triunfos de las investigaciones matemáticas 
de Cantor. 


La consideración técnica de los muchos 
conceptos básicos de teoría de conjuntos 
introducidos por Cantor, se hará oportuna- 
mente. Desde el punto de vista de los funda- 
mentos de la matemática, el aspecto filo- 
sóficamente revolucionario de la obra de 
Cantor fue su audaz insistencia en el infinito 
real, esto es, en la existencia de conjuntos 
infinitos como objetos matemáticos a la par 
de los números y de los conjuntos finitos. 
Históricamente el concepto de infinito ha 
desempeñado un papel tan importante como 
el concepto de número en la literatura de los 
fundamentos de la matemática. Casi no hay 
filósofo serio de la matemática, desde Aris- 
töteles , que no haya luchado mucho con 
este dificil concepto. 


Naturalmente se espera encontrar en un 
libro de teoría de conjuntos un análisis 
riguroso de los conceptos de número y de in- 
finito; pero otros temas, algunos controver- 
tidos e importantes en investigación de fun- 
damentos, son también parte tradicional de 
esta materia y, por consiguiente, se tratan en 
los capítulos que siguen. Son típicos el álge- 
bra de conjuntos, la teoría general de rela- 
ciones, las relaciones de orden en particular, 
las funciones, conjuntos finitos, números 
cardinales, conjuntos infinitos, aritmética or- 
dinal, inducción transfinita, definición por 
recurrencia transfinita, axioma de escogen- 
ca, lema de Zorn. En este momento no se 
espera que el lector sepa lo que significan 
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estas frases, pero la lista puede darle idea 
del contenido detallado de este libro. 


La teoría de conjuntos se desarrolla axio- 
máticamente en vez de intuitivamente. Mu- 
chas consideraciones nos han movido a esco- 
ger el enfoque axiomático. Una es la opinión 
del autor de que el desarrollo axiomático de 
la teoría de conjuntos es una de las realiza- 
ciones más grandiosas de la matemática 
moderna. A los conceptos que fueron vagos 
y desagradablemente inexactos durante mu- 
chos años y aun siglos, puede dárseles un 
significado preciso. Los axiomas adecuados 
para la teoría de conjuntos proporcionan 
una respuesta clara y constructiva a la pre- 
gunta: ¿Exactamente cuáles suposiciones, 
fuera de las de lógica elemental, se requieren 
como base de la matemática moderna? La 
consideración más importante, sin embargo, 
es el descubrimiento hecho alrededor de 
1900, de varias paradojas en la teoría de con- 
juntos simplemente intuitiva, que admite la 
existencia de conjuntos de objetos que tie- 
nen una propiedad definida cualquiera. Se 
requiere un enfoque axiomático particular y 
restringido para evitar estas paradojas, que 
se discuten en las secciones 1.3 y 1.4. 


$ 1.2 Lógica y notación. Usaremos mu- 
chos símbolos de lógica para efectos de 
precisión y brevedad, especialmente en los 
capítulos iniciales, pero las demostraciones 
están escritas más que todo en un estilo in- 
formal. La teoría se presenta como una teo- 
ría axiomática del tipo familiar en geometría 
y otras partes de la matemática, y no como 
un sistema lógico formal para el cual se den 
reglas exactas de sintaxis y de semántica. La 
claridad de las demostraciones es suficiente 
para que cualquier lector, familiarizado con 
la lógica matemática, pueda dar demostra- 
ciones formalizadas en cualquier sistema con- 
vencional de lógica. Sin embargo, no se re- 
quiere familiaridad con la lógica matemática 
para entender ninguna parte de este libro. 


En este punto introducimos los pocos sím- 
bolos lógicos que vamos a usar. Primero con- 
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sideramos cinco simbolos para las cinco co- 
nectivas proposicionales mäs comunes. La 
negaciön de una formula P se escribe como 
-P. La conjunción de dos fórmulas Py Q 
se escribe como P & Q. La disyunción de P 
y QcomoP v Q. La implicación, con P co- 
mo antecedente y Q como consecuente, como 
P=0. La equivalencia, P si y sólo siQ, 
como P. Q. El cuantificador universal Pa- 

* ra todo y como (Wv) y el cuantificador exis- 
tencial Para algún v como (Av). También 
usaremos el símbolo (E!v) para Existe exac- 
tamente un v tal que. Esta notación puede 
resumirse en la siguiente tabla. 


NOTACION LOGICA 


-P No es el caso de que P 
P&Q PyQ 

Pv Q PoQ 

P-Q Si P entoncesQ 


P>Q P siysölosi Q 
(vwP Para todo v, P 

Amp Para algún v, P 

(Elv)P Existe exactamente un v 


tal que P 


Asi, Ja proposiciön: 

Para todo x existe un y tal que x < y 
se simboliza: 

a) (van < y). 
La proposición: E 

Para todo e existe un 6 tal que para todo y 

si |x—y|<6, entonces | f(x) — fiv)| <e 
se simboliza: 

O) (WI (y <8—> 

Ma) — SW < e). 

La proposición: 

Para todo x existe exactamente un y tal 
quex+y=0 
se simboliza: 

(W2)(Ely)(2 + y = 0). 


Un símbolo lógico puede corresponder a va- 
rias expresiones del lenguaje ordinario. Así, 
(Wv)P se puede leer Para todo v, P o tam- 
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bien Para cada v, P. Las proposiciones (1) y 
(2) ilustran el uso de paréntesis para efectos 
de puntuaciön. No parece necesaria una ex- 
plicaciön formal. Sin embargo, una conven- 
ción concerniente al predominio relativo de 
las conectivas proposicionales &, V, => y + 
reducirá considerablemente el número de pa- 
réntesis. La convención es que > y — pre- 
dominan sobre & y V. Asi, la fórmula: 
(1<y€y<o>oi<z 
se puede escribir sin paréntesis: 


(3) z<yäy<zoırı<z 


En forma análoga, 
+yx0o(r*x0Vyx0) 
se puede escribir: 
r+yx0orxoOvyrxo. 
Los principios de lógica que se necesitan en 
lo que sigue y con los cuales puedan no es- 
tar familiarizados algunos lectores, se expli- 
carán intuitivamente cuando sean usados. 
Un principio acerca del cual hay algún des- 
acuerdo entre los matemáticos, es que la 
doble barra ‘=’ se toma como signo de iden- 
tidad, La formula x = y” se puede leer‘x es 
el mismo y”, ‘x es idéntico con y? o ‘x es 
igual a y” Esta última lectura se permite aquí 
solamente si se entiende que la igualdad sig- 
nifica identidad (que es lo que significa en 
casi todos los contextos matemáticos ordina- 
rios). La situación exacta de la relación de 
identidad en la teoría de conjuntos se dis- 
cute en $ 2.2. 

Unas pocas notas sobre los cuantificado- 
res pueden ser útiles también. El alcance de 
un cuantificador es el cuantificador mismo 
junto con la fórmula más pequeña que lo si- 
gue inmediatamente. Lo que es la fórmula 
más pequeña se indica siempre por medio 
de paréntesis. Así en la fórmula 


(4) (A(z <yvy=0 
el alcance del cuantificador ‘(Ir)’ es la fór- 


mula “(Ir)(x < y)”. Siguiendo una práctica 
casi universal en matemática, omitiremos en 
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la formulación de axiomas y teoremas cual- 
quier cuantificador universal cuyo alcance 
sea la fórmula total. Por ejemplo, en lugar de 
(1) escribiriamos: (Sy)(z<y). 

En unos pocos lugares necesitaremos las 
nociones de variables ligadas y libres. Una 
apariciön de una variable en una formula es 
ligada si y solo si esta aparición está dentro 
del alcance de un cuantificador que use esta 
variable. Una aparición de una variable en 
una fórmula es libre si no es ligada. Final- 
mente, una variable es una variable ligada 
en una fórmula si y sólo si por lo menos una 
aparición es ligada; es una variable libre en 
una fórmula si y solamente si por lo menos 
una aparición es libre. En la fórmula (1) de 
esta sección, todas las variables son ligadas; 
en (3) todas las variables son libres; en (4) 
‘x’ es ligada y y” es libre. En virtud de la 
convención establecida en el párrafo prece- 
dente, en relación con la omisión de los 
cuantificadores universales en axiomas y teo- 
remas, todas las variables que aparezcan en 
axiomas y teoremas son ligadas. 

$ 1.3 Esquema axiomático de abstracción y 
paradoja de Russell. En su desarrollo inicial 
de la teoría de conjuntos, Cantor no trabajó 
explícitamente a partir de axiomas. Sin em- 
bargo, el análisis de sus demostraciones in- 
dica que casi todos los teoremas por él de- 
mostrados, pueden derivarse de tres axiomas: 
(i) El axioma de extensionalidad para con- 
juntos, el cual afirma que dos conjuntos son 
idénticos si tienen los mismos elementos; 
(ii) el axioma de abstracción, el cual afirma 
que, dada una propiedad, existe un conjunto 
cuyos elementos son precisamente aquellas 
entidades que tienen tal propiedad; (iii) el 
axioma de escogencia, el cual no se formula 
en este momento y no es pertinente para 
nuestra discusión de las paradojas. 

El origen de la confusión es el axioma de 
abstracción. La primera formulación explici- 
ta de él parece ser el axioma V de Frege 
[1893]. En 1901 Bertrand Russell descubrió 
que de este axioma podía desprenderse una 
contradicción, considerando el conjunto de 
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todas las cosas que tienen la propiedad de 
no ser elementos de si mismas.* Puesto que 
esta paradoja fue histöricamente importante 
para motivar el desarrollo de nuevos axio- 
mas restringidos para la teoria de conjuntos, 
se hará su deducción aqui. Para la formula- 
ción simbólica necesitamos introducir el 
predicado binario ‘©’ de pertenencia a un 
conjunto. La fórmula ‘zey’ se lee ‘x es un 
elemento de y”, ‘x pertenece a y' 0, a veces, 
‘x está en p” Así, si A es el conjunto de los 
primeros cinco enteros positivos impares, la 
proposición '7C4A’ es verdadera y ‘STA’ es 
falsa. 

Usando ‘€’ y la notación lógica introdu- 
cida en la sección que precede, podemos dar 
una formulación precisa del axioma de abs- 
tracción: 

qa) (Ay) (W2)(z E y > elo), 
donde se entiende que q(x) es una formula 
en la cual la variable ‘y’ no es libre. Para ob- 
tener la paradoja de Russell, queremos que 
p(x) afirme que x no es elemento de sí mis- 
mo. La fórmula apropiada es, claramente, 

—(1€ 2). 


* Frege expresó su propia reacción a la paradoja de 
Russell en un famoso apéndice al segundo volumen de su 
Grundgesetze der Arithmetik, publicado en 1903. La tra- 
ducción de los renglones dados aquí es de Geach y Black 
[1952, p. 234]. “Dificilmente puede sobrevenirle a un es- 
critor científico algo más infortunado que ver vacilar uno 
de los fundamentos de su edificio, después de que su tra- 
bajo está terminado”. 


“Esta es la posición en que me ha colocado una carta 
de Mr. Berirand Russell, precisamente cuando estaba 
para terminarse la impresión de este volumen. Me refiero 
a mi axioma V. Nunca me ha pasado inadvertido que le 
falta la auto-evidencia de los otros axiomas y la cual de- 
be justamente exigirse de una ley lógica... De buena gana 
yo habría prescindido de este fundamento si hubiese sa- 
bido de un sustituto. Aun ahora no veo cómo puede esta- 
blecerse cientificamente la aritmética; cómo pueden los 
números considerarse como objetos lógicos y someterse a 
revisión, a menos que se nos permita —así sea condicio- 
nalmente— pasar de un concepto a su extensión. ¿Puedo 
yo siempre hablar de la extensión de un concepto, hablar 
de una clase? Y si no ¿cómo se reconocen los casos ex- 
cepcionales?,.. Estas son las preguntas sugeridas por la 
comunicación de Mr. Russell”, Para una discusión re- 
ciente del apéndice de Frege, véase Quine [1955]. 
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Entonces tenemos como un ejemplo del axio- 
ma de abstracción: 

2) (IyAVI (TE y O (1 E 1). 
Tomando x = y en (2), inferimos. 

3) yo y oy € y, 
que es lógicamente equivalente a la contra- 
dicción: 

(4) YE y« -yE y). 

Esta simple deducción tiene consecuencias 
de largo alcance para la fundamentación 
axiomática de la teoría de conjuntos. Ella 
muestra sencillamente que al admitir (1) co- 
mo un axioma hemos permitido demasiado. 
Si adherimos a la lógica ordinaria,no pode- 
mos sostener, de una manera consecuente, 
que para cada propiedad exista un conjunto 
correspondiente de cosas que tengan esa pro- 
piedad. 

Considerando cómo construir de nuevo 
los fundamentos de la teoría de conjuntos, 
quizás la primera cosa para destacar es que 
el axioma de abstracción es realmente un 
paquete de infinitos axiomas, más bien que 
un solo axioma: cuando reemplazamos la 
expresión ‘pfx)’ en (1) por cualquier fórmula 
en la cual ‘y’ no sea una variable libre, te- 
nemos un nuevo axioma. Un axioma que 
permite esta clase de sustitución de fórmu- 
las se llama usualmente un esquema axiomá- 
tico. La razón para usar la palabra “esque- 
ma” es obvia. Como aparece (1) no es una 
aserción definida sino un esquema para ha- 
cer muchas aserciones. A partir del esquema 
obtenemos una aserción definida sustituyen- 
do ‘pfx)’ por una fórmula definida. 

El esquema axiomático que usaremos se 
debe a Ernst Zermelo [1908] y se llama usual- 
mente el esquema axiomático de separación 
(Aussonderung Axiom) porque nos permite 
separar los elementos de un conjunto dado 
que satisfacen alguna propiedad y.forman el 
conjunto que consta precisamente de esos 
elementos, Así, si sabemos que el conjunto 
de los animales existe, podemos usar el es- 
quema axiomático de separación para afir- 
mar la existencia del conjunto de los animales 
que tienen la propiedad de ser hombres. Esto 
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es, la propiedad de ser humanos nos permite 
separar a los hombres de los otros animales. 
La forma precisa del axioma correspondien- 
tea (1) es: 

G) (GYV dlr E y zE zk glr). 

El cambio de (1) a (5) es sutil pero fuerte. 
(1) afirmaba la existencia de conjuntos in- 
condicionalmente. (5), por su parte, es com- 
pletamente condicional; primero tenemos 
que haber dado el conjunto z y luego pode- 
mos afirmar la-existencia del subconjunto y. 
. Debe ser claro que no podemos pasar de 
(5) a una contradicción como (4). Usando 
de nuevo la fórmula ‘-(¢ € x)’ como un 
ejemplo de (5) tenemos: 

(0) IN Wolrcyorczé-(cE r), 

y de nuevo tomando x = y, inferimos: 

N yeyoryezcd-yey), 
lo cual no es contradictorio. Para hacer un 
poco más claro el significado de (7), sea z el 
conjunto 4 cuyos únicos dos elementos son 
el conjunto que consiste en el número 1 y el 
conjunto consistente del número 2, esto es, 

(8) A = (13,12) 

(En (8) hemos introducido informalmente 
una notación familiar para describir conjun- 
tos: describimos un conjunto escribiendo 
nombres o descripciones de sus elementos, 
separados por comas y encerrando el total 
entre llaves. En el capítulo siguiente se de- 
fine formalmente esta notación). Conside- 
rando ahora el conjunto 4 y la fórmula de 
Russell ‘=(z € x)’, tenemos, por el esquema 
axiomático de separación: 
 AndweyeyeA&-YEy. 

La verdad de (9) se ve, escogiendo al mismo 
A como un y apropiado, puesto que A no es 
un elemento de si mismo. Asi, el miembro 
de la izquierda es falso y el de la derecha 
también lo es, ya que ACA (ACA) es 
contradictorio. 

Tanto el esquema axiomático de abs- 
tracción como el esquema axiomático de 
separación se han formulado como si fuera 
perfectamente claro por cuáles fórmulas exac- 
tamente se puede sustituir ‘(x)’. En el ca- 
pitulo siguiente se considera una definición 
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sintáctica rigurosa o fórmula. Lo que ha sido 
importante histöricamente es que por medio 
de una definiciön rigurosa de las förmulas 
de una teoría (aquí, la teoría de conjuntos) 
es como se puede hacer precisa la aplicación 
de un esquema axiomático como el de sepa- 
ración. Zermelo [1908] formuló originalmen- 
te el esquema axiomático de separación en 
términos de preguntas o afirmaciones que 
tienen la propiedad de ser definidas. En tér- 
minos generales, sostuvo que un enunciado 
es definido si puede decidirse de manera no 
arbitraria, cuándo un objeto satisface o no 
a tal enunciado.* Su formulación del esque- 
ma axiomático es entonces (parafraseando 
ligeramente): Si un enunciado g(x) está de- 
finido para todos los elementos de un con- 
junto M, entonces existe siempre un subcon- 
junto Mọ de M, el cual contiene exactamente 
aquellos elementos x de M para los cuales 
(x) es verdadero. 

La primera clarificación real de esta no- 
ción de definitud la dio Skolem [1922] quien 
caracteriza los enunciados definidos como 
aquellos que satisfacen precisamente su defi- 
nición rigurosa de fórmula. Para una discu- 
sión un poco más extensa véase Zermelo 
[1929], y Skolem [1930].* 

No es factible entrar en los detalles de 
estos documentos de Zermelo y Skolem, pero 
algunos lectores no interesados en la clari- 
dad por sí misma, pueden extrañarse de por 
qué Zermelo estaba tan interesado ante todo 
en restringir el esquema axiomático de sepa- 
ración a enunciados definidos. La respuesta 
a este interrogante se da más fácilmente en 
el contexto de la discusión de paradojas ulte- 
riores que aparecen en los fundamentos de 
la matemática. 


* La decisión no tiene que ser por algún procedimiento 
efectivo o finito. Para un estudio más a fondo de este 
punto véase Zermelo [1929]. 


* El estudio de Zermelo [1929] trata también de pre- 
cisar la noción de definitud; fue escrito sin conocer el 
documento de Skolem [1922] y no proporciona una for- 
mulación tan satisfactoria como el de Skolem. En un tra- 
bajo de 1930, Skolem hizo algunas críticas notables al 
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Antes de pasar a esas paradojas en la sec- 
ción siguiente, puede hacerse una observa- 
ción histórica acerca de los axiomas que se 
van a considerar en lo que sigue. Esencial- 
mente, corresponden muy de cerca a los de 
Zermelo [1908].Sin embargo, cuando llegue- 
mos a la teoría de inducción transfinita y 
aritmética ordinal, necesitaremos agregar un 
esquema axiomático más sólido que el de 
separación, a saber, el que usualmente se 
llama esquema axiomático de sustitución , de- 
bido a Fraenkel [1922a].7 Por estas razones, 
el sistema de teoría axiomática descrito en 
este libro se suele llamar teoría de conjuntos 
de Zermelo-Fraenkel en la literatura sobre 
la materia, aunque parecería más apropiado 
históricamente, llamarla de Zermelo-Fraen- 
kel-Skolem. 

§ 1.4 Más paradojas. Por su simplicidad 
la paradoja de Russell se ha introducido pa- 
ra mostrar por qué es inconsistente-la axio- 
matización directa y obvia de la teoría de 
conjuntos intuitiva. Otras paradojas se des- 
cubrieron antes de la de Russell; la primera 
que se publicó fue, aparentemente, la para- 
doja del mayor ordinal, debida a Burali-Forti 
[1897]. Un análisis completo de las diez o 
doce paradojas + que se han discutido en la 
literatura matemática estaría fuera de lugar 
en este libro; pero el lector encontrará un 
buen estudio en Beth [1950]. Muchas de las 
paradojas son variaciones relativamente lige- 
ras unas de otras, de modo que sólo descri- 
biremos breve e informalmente las más im- 
portantes. 

F. P. Ramsey [1926] parece ser la primera 
persona que divide clara y explícitamente las 
paradojas en dos clases: las lógicas o matemá- 
ticas, y las lingüísticas o semánticas. Infor- 


estudio de Zermelo. Una clarificación menos detallada, 
pero esencialmente correcta de definitud fuc la que dio 
independientemente Fraenkel [1922b1. 


+ Esencialmente el mismo axioma fue propuesto, al 
mismo tiempo e independientemente, por Skolem [1922]. 


+ Una paradoja se llama también antinomia en la lite- 
ratura. 
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malmente hablando, la primera clase surge 
de construcciones puramente matemáticas; 
la segunda, de la consideración directa del 
lenguaje que usamos para hablar de mate- 
mática y de lógica. 

La paradoja de Russell pertenece a la pri- 
mera clase, lo mismo que la paradoja de Bu- 
rali-Forti, que se discutirá más adelante en 
$ 5.3. La idea general de esta paradoja es 
como sigue: En teoría intuitiva de conjuntos, 
todo conjunto bien ordenado tiene un nú- 
mero ordinal. Aún más, el conjunto de todos 
los ordinales es bien ordenado; por consi- 
guiente el conjunto de todos los números 
ordinales tiene un número ordinal, diga- 
mos © . Pero el conjunto de todos los ordi- 
nales hasta, e incluyendo, un ordinal dado, 
es bien ordenado; así que tiene un número 
ordinal que excede en uno al ordinal dado. 
En consecuencia, el conjunto de todos los 
ordinales, incluyendo o tiene el número 
ordinal © + 1, que es mayor que © . Por 
consiguiente, © no es el número ordinal de 
todos los ordinales. 

Podría pensarse que algún artificio como 
el que bloqueó la deducción directa de la 
paradoja de Russell haría lo mismo con la 
de Burali-Forti, pero no es este el caso. Por 
ejemplo, J. B. Rosser [1942] dedujo esta úl- 
tima paradoja en el sistema de Quine [1940] 
mostrando de ese modo su inconsistencia, 
aunque es claro que no es posible la deduc- 
ción directa de la paradoja de Russell en el 
sistema de Quine. 

Otra bien conocida paradoja de la primera 
clase es la del mayor número cardinal, debi- 
da a Cantor, que la descubrió en 1899 y que 
se publicó por primera vez, con su correspon- 
dencia, en 1932. Operando de nuevo en teo- 
ría intuitiva de conjuntos, consideramos el 
número cardinal n del conjunto S de todos 
los conjuntos. Por una parte es claro que n 
es el mayor cardinal posible. Pero podemos 
también considerar el conjunto de todos los 
subconjuntos de S y su cardinal, p. Por un 
teorema clásico de la teoría de conjuntos in- 
tuitiva, p debe ser mayor que n. 
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Para los lectores no familiarizados con las 
nociones de número cardinal y de número 
ordinal, usadas libremente para describir las 
dos últimas paradojas, puede decirse que en 
los capitulos siguientes se desarrollarán estas 
nociones en detalle y completamente ab ovo. 
Aunque por el momento no hagamos un 
análisis exacto, es claro, de un modo general, 
que esas paradojas no surgen cuando el axio- 
ma primario para construir conjuntos es el 
esquema axiomático de separación de Zer- 
melo, pues entonces no puede establecerse 
la existencia del conjunto de todos los con- 
juntos o del conjunto de todos los números 
ordinales. 

La más vieja paradoja semántica es la del 
mentiroso, debida a Epiménides de Creta, 
que decía: “Yo estoy mintiendo”. Si la afir- 
mación es verdadera, entonces está mintien- 
do y la afirmación es falsa. Si la afirmación 
es falsa, entonces no está mintiendo y la afir- 
mación es verdadera. Hay muchas versiones 
modernas. Considérese la oración: “La úni- 
ca oración escrita en esta pizarra es falsa”. 
Si la oración es verdadera, debe ser falsa y 
reciprocamente. 

Un acertijo divertido y de la misma clase, 
que data de la antigüedad, es el dilema del 
cocodrilo, Este ha robado un niño y dice al 
padre: “Te devolveré a tu hijo si adivinas si 
te lo devolveré o no”. El padre replica: “Tú 
no me devolverás al niño”. ¿Qué debe hacer 
el cocodrilo? 

La primera paradoja semántica moderna 
que ha sido publicada parece ser la paradoja 
de Richard [1905], que está relacionada con 
la demostración de la no ennumerabilidad 
del conjunto de los números reales, debida a 
Cantor (demostración que se da en § 6.6.* 
Entenderemos por una expresión del idioma 
cualquier sucesión finita de las veintiséis le- 
tras básicas del alfabeto, una coma, un pun- 
to y un espacio en blanco; o sea que una 
expresión es una sucesión finita de algunos 


*Para un análisis y exposición de la paradoja de Ri- 
chard véase Church [1934]. 
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de esos veintinueve simbolos. Ahora ordene- 
mos las expresiones, de acuerdo con el nü- 
mero total de simbolos y lexicográficamente 
dentro del número total cada una. Así tene- 
mos, 


a 
b 


ab 


aaa 


Ahora borremos aquellas expresiones que 
no definen números reales; sea E la sub-su- 
cesión restante. Traduciendo y parafraseando 
un poco, podemos usar la formulación origi- 
nal de Richard para definir un cierto núme- 
ro real N con respecto a £: “El número real 
cuya parte entera es cero y cuyo n-simo de- 
cimal es p más uno,si el n-simo decimal del 
número real definido por el n-simo elemento 
de Ees p y p no es ni ocho ni nueve; y es 
simplemente uno si su n-simo decimal es 
ocho o nueve”. Por construcción, N no es 
un elemento de E. ya que difiere de todo nú- 
mero real de E por lo menos en un puesto 
decimal; pero N está definido por una ex- 
presión finita y por tanto está en E. De este 
modo se llega a la contradicción. 


La tercera y final paradoja semántica que 
mencionaremos aquí es la de heterologicidad, 
debida a Grelling-Nelson [1908]. Un predi- 
cado se llama heterológico si la proposición 
que atribuye al predicado la propiedad ex- 
presada por el predicado es falsa. Así, el 
predicado ‘rojo’ es heterológico puesto que 
la proposición: “El predicado “rojo” es rojo” 
es falsa. La contradicción surge de pregun- 
tar si el predicado ‘heterolégico’ es él mismo 
heterológico. Claramente, si lo es, inferimos 
que no lo es; y si no lo es, que sí lo es. 

Una discusión detallada de esas paradojas 
semánticas nos apartaria mucho de la teoría 
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de conjuntos propiamente dicha y nos lleva- 
ría al dominio general de la lógica formal; 
pero es pertinente ver cómo las inferencias 
que llevan a ellas están bloqueadas en la teo- 
ría de conjuntos de Zermelo-Fraenkel. Zer- 
melo introdujo especificamente su noción de 
definitud en el esquema axiomático de sepa- 
ración para prevenir la construcción de para- 
dojas semánticas (cf. Zermelo [1908, p. 264)). 
Como se observó en la sección precedente, 
esta noción de definitud se precisa reducién- 
dola a la noción sintáctica de fórmula. Con 
referencia a las paradojas semánticas puede 
hacerse más claro el objeto de esta reducción. 
Cada una de estas paradojas surge de tener 
disponibles en el lenguaje expresiones para 
referirse a otras expresiones del idioma. Cual- 
quier lengua con medios de expresión tan 
ilimitados es forzosamente inconsistente. * 


En consecuencia es importante distinguir en- 
tre el objeto lenguaje —aquí, el lenguaje en el 
cual hablamos acerca de conjuntos— y el 
meta-lenguaje, esto es, el lenguaje en el cual 
hablamos acerca del objeto lenguaje. Aun 
cuando la teoría de conjuntos no se desarro- 
lla en este libro de manera completamente 
formalizada, al comienzo del capitulo siguien- 
te consideramos una definición rigurosa de 
formula para el objeto lenguaje que usamos. 
Nuestro meta-lenguaje es cierto fragmento, 


* En Tarski [1956, p. 402] se expresa esto más sucinta- 
mente: “El origen principal de las dificultades que en- 
contramos parece descansar en lo siguiente: No se ha te- 
nido siempre en cuenta que los conceptos semánticos 
tienen un carácter relativo; que es preciso relacionarlos 
siempre con un idioma particular. No se ha tenido en 
cuenta que el lenguaje acerca del cual hablamos no tiene 
necesariamente que coincidir con el lenguaje en el cual 
hablamos, Se ha realizado la semántica de una lengua en 
la lengua misma y —hablando en forma general— se ha 
procedido como si hubiera una sola lengua en el mundo. 
El análisis de las antinomias mencionadas muestra, por 
el contrario, que los conceptos semánticos simplemente 
no tienen lugar en el idioma al cual se refieren; que el 
idioma que contiene su propia semántica y dentro del 
cual las leyes lógicas usuales subsisten, debe ser inevita- 
blemente inconsistente”. 
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vagamente definido, del idioma ordinario, in- 
crementado con ciertos simbolos familiares de 
la matemätica intuitiva. Sera obvio que nues- 
tro objeto lenguaje no es lo bastante rico para 
proporcionar medios directos de expresar las 
paradojas semanticas. En otras palabras, 
evitamos esas paradojas restringiendo seve- 
ramente la riqueza de nuestro lenguaje. 
Obsérvese que cuando se usa un lenguaje 
formalizado, es intuitivamente claro que hay 
pocas perspectivas de deducir una de las pa- 
radojas semänticas en este lenguaje; la si- 
tuaciön intuitiva de las paradojas matemäti- 
cas o lögicas no es usualmente tan clara. 

Los asuntos semänticos no se discutirän en 
o que sigue. Se han discutido superficialmen- 
te aquí para aclarar la necesidad de lo que 
equivale a una restricción semántica al es- 
quema axiomático de separación. Debería 
mencionarse, además, que se necesita una 
ormalizaciön rigurosa y completa del objeto 
lenguaje para demostrar hechos meta-mate- 
máticos relacionados con la teoría de con- 
juntos de Zermelo-Fraenkel. Por “hechos 
meta-matemäticos’ entendemos hechos acer- 
ca del objeto lenguaje. Un ejemplo de un 
hecho meta-matemático importante es que el 
esquema axiomático de separación no puede 
ser reemplazado por un número finito de 
axiomas del objeto lenguaje. 

Finalmente, debe recalcarse que la teoría 
de conjuntos de Zermelo-Fraenkel no pro- 
porciona sino uno de los varios enfoques po- 
sibles de la fundamentación matemática. 
Hay una alternativa tan intimamente ligada 
a ella, que debe mencionarse aquí, a saber, la 
teoría de conjuntos de von Neumann-Bernays 
-Gödel.* Hay dos diferencias esenciales. Esta 


* Formulada originalmente por von Neumann en una 
serie de monografías [1925], [1928a], [1929]. Su formula- 
ción difiere considerablemente de la teoría de conjuntos 
de Zermelo, porque la noción de función se toma como 
fundamental en lugar de la de clase o conjunto. En una 
serie de estudios publicados en el Journal of Simbolic Lo- 
gic Bernays modificó el enfoque de von Neumann para 
permanecer más cerca del sistema original de Zermelo 
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última puede ser axiomatizada de manera fi- 
nita. No se requiere esquema axiomático co- 
mo el de separación, sino que es suficiente, 
en su lugar, un número finito de construccio- 
nes y clases. En lo que llamaremos por 
brevedad teoría de conjuntos de von Neu- 
mann, hay una distinción técnica entre clases 
y conjuntos, Todo conjunto es una clase pero 
no recíprocamente. Aquellas clases que no 
son conjuntos se llaman clases propias y la 
característica que las distingue es que no son 
elementos de otras clases. La clase de todos 
los números ordinales y la clase de todos los 
conjuntos existen ambas, pero ambas son 
clases propias. Así las paradojas de Burali- 
Forti y la de Cantor no pueden construirse, 
porque requieren que esas clases sean ele- 
mentos de otras clases. Observaciones aná- 
logas se aplican a la paradoja de Russell. En 
los capítulos siguientes se dan frecuentemen- 
te indicaciones informales para llamar la 
atención a las ligeras variaciones requeridas 
en los teoremas, definiciones o demostra- 
ciones de la teoría de von Neumann. Las 
teorías de Zermelo y dé von Neumann están 
tan cercanamente relacionadas, que cual- 
quiera que esté familiarizado con una de 
ellas dominará pronto la otra. 

§ 1.5 Presentación de axiomas. Puesto que 
los axiomas que usaremos para la teoría de 
conjuntos de Zermelo-Fraenkel se introdu- 
cen individualmente en diversas secciones de 
los capítulos siguientes, quizá sea útil una 
presentación rápida que proporcione una vi- 
sión general del desarrollo. Las observacio- 
nes en este momento son superficiales, pues 
presentaremos los axiomas sólo por su nom- 
bre. En el capitulo siguiente consideraremos 


(véase en la Bibliografía la lista de monografías). Intro- 
dujo dos relaciones de pertenencia: una entre conjuntos 
y otra entre conjuntos y clases. En Gödel [1940] la teoría 
está más simplificada aún; las nociones primitivas son las 
de conjunto, clase y pertenencia (aun cuando la perte- 
nencia sola es suficiente). Un estudio de R. M. Robinson 
[1937] proporciona un sistema simplificado, cercano al 
sistema original de von Neumann. 
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estos siete axiomas, que son los principales 
que vamos a necesitar: 


Axioma de extensionalidad 
Esquema axiomatico de separación 
Axioma de uniön 

Axioma de apareamiento 

Axioma de regularidad 

Axioma de suma 

Axioma del conjunto potencia. 


Hacia el final del Capitulo 2 mostraremos 
que el axioma de unión es redundante, o sea 
que puede deducirse de los otros seis. Se usa 
al principio del capítulo a fin de simplificar 
los desarrollos iniciales. 

En el Capítulo 3, que trata de relaciones y 
funciones, no se introducen nuevos axiomas. 
En el Capítulo 4 se presenta un axioma es- 
pecial para números cardinales y se usa 
principalmente en el contexto de ese capítulo. 
Este axioma especial no es parte de la teoría 
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de conjuntos cläsica de Zermelo-Fraenkel, 
pero facilita enormemente la construceiön 
de la teoria intuitiva del nümero cardinal 
dentro de nuestra estructura axiomática. 

El axioma de infinitud se introduce en el 
Capitulo 5 para hacer posible la demostra- 
ción de que el conjunto de todos los núme- 
ros naturales existe. Los números naturales 
pueden sin embargo construirse prescindien- 
do de este axioma. El Capitulo 6 trata de las 
construcciones de los números reales y no se 
necesitan más axiomas para este trabajo. 

En el Capítulo 7 se usa el esquema axio- 
mático de sustitución cuando es necesario 
para el desarrollo de la aritmética ordinal y 
la inducción transfinita. Se muestra también 
que el axioma de apareamiento se puede de- 
ducir de este esquema y el axioma del con- 
junto potencia. El Capítulo 8, el final, está 
dedicado principalmente al axioma de esco- 
gencia. 


Capitulo 2 


Desarrollos generales 


§ 2.1 Preliminares: Férmulas y definiciones. 
(a) Definamos explicitamente la nociön de 
fórmula, requerida en el esquema axiomático 
de separación (y más tarde en el esquema 
axiomático de sustitución); y (b) fijemos el 
concepto de las definiciones que vamos a 
adoptar para introducir los muchos símbolos 
definidos que se requieren. 

En el Capitulo 1 se hizo una importante 
distinción entre el objeto lenguaje, esto es, 
el lenguaje en el cual hablamos acerca de 
conjuntos, y el meta-lenguaje, o sea, el len- 
guaje en el cual tratamos acerca del objeto 
lenguaje. Usamos el meta-lenguaje, que para 
nosotros es el idioma ordinario, incrementa- 
do con una cierta cantidad de lenguaje ma- 
temático intuitivo, para describir rigurosa- 
mente el objeto lenguaje. Puede ser útil 
considerar esta descripción como análoga a 
una caracterización rigurosa de un juego 
como el ajedrez o el bridge; pero esta analo- 
gía no debe llevarse muy lejos, pues la mayor 
parte de las expresiones de nuestro objeto 
lenguaje tienen un significado definido en 
términos de ideas matemáticas intuitivas 
que no tienen las posiciones o movimientos 
de un juego como el ajedrez. 

Comenzamos con una quíntuple clasifica- 
ción de los símbolos del objeto lenguaje en 
constantes, variables, conectivas proposicio- 
nales, cuantificadores u operadores, y simbo- 
los de puntuación o agrupación.* Las dos 


* Esta clasificación la originó von Neumann [1927]. 
Para discusión detallada de estos temas, véase el primer 
capítulo de Church [1956]. 


Il 


constantes primitivas del lenguaje son el 
simbolo de la relaciön de pertenencia, €, 
introducido informalmente en el Capitulo 1, 
y la constante ‘0° que denota el conjunto va- 
cio. Además, tomamos de la lógica el predi- 
cado constante ‘=’, que es el simbolo de la 
identidad. Las variables generales, que reco- 
rren todos los objetos, son: ‘x’, Y, zZ’... 
con sub-indices o super-indices, o sin ellos. 
Las conectivas proposicionales son las cinco 
mencionadas en § 1.2: -,&, V, =, ©; 
los tres cuantificadores u operadores lögicos 
que usamos, V ,3,E!, se mencionaron tam- 
bién en $ 1.2. Finalmgnte, los paréntesis a 
izquierda y a derecha son nuestros únicos 
simbolos de puntuación. 

Las expresiones del objeto lenguaje son su- 
cesiones finitas de las cinco clases de simbo- 
los del lenguaje. Algunas de esas expresiones 
se llaman fórmulas primitivas del objeto len- 
guaje, simplemente por razón de su estruc- 
tura. Ahora definimos tales fórmulas, de 
modo que con sólo mirar la forma de una 
expresión, podemos decidir automáticamen- 
te, en un número finito de pasos, si se trata 
o no de una fórmula primitiva. Si bien esta 
definición es puramente sintáctica o estruc- 
tural, son precisamente las expresiones que 
la satisfacen las que tienen un significado in- 
tuitivo claro. Una expresión como (=>€x' 
no es una fórmula primitiva ni tiene signifi- 
cado intuitivo. 

Definimos primero las fórmulas primitivas 
atómicas. 

Una fórmula atómica primitiva es una 
expresión de la forma (y € w), o de la 
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forma (v = w), donde v , w son variables 
generales o la constante ‘0’.* 


Asi, xE y y ‘z = 0 son fórmulas primitivas 
atómicas. 

Podemos ahora dar lo que usualmente se 
llama una definición recurrente de las formu- 
las primitivas: 

a) Toda fórmula atómica primitiva es una 
fórmula primitiva; 

b) Si P es una fórmula primitiva, en- 
tonces -P es una fórmula primitiva; 

c) Si P y Q son fórmulas primitivas, en- 
tonces, (P& Q), (PV Q), (P> Q), 
y (Pe Q) son fórmulas primitivas; 

d) Si P es una fórmula primitiva y y es 
una variable general, entonces, (Wv)P, 
(GNP y (EP son fórmulas primi- 
tivas; 

e) Ninguna expresión del objeto lengua - 
je es una fórmula primitiva. a menos 
que se siga de las reglas a) - d). 


Los siguientes son ejemplos de fórmulas pri- 
mitivas del objeto lenguaje que no son ató- 
micas (IVY -(yExY, weayoyc?, 
“E!z) (0 = 2). En términos de esta defini- 
ción, una formulación rigurosa del esquema 
axiomático de separación es la siguiente: 
Cualquier fórmula primitiva del objeto 
lenguaje de la forma (Av)((Awi)(w, Cv 
Vy=0)4(VwW(wevow Eu do) 
es un axioma, siempre que la variable y 


* En esta definición, como en cualquier otra parte, usa- 
mos las letras en negrilla ‘u’, ‘v’, ‘w’, ‘u’, ‘v,’, w,', .. como 
variables meta-matemäticas, las cuales toman como va- 
lores variables ‘x’, “y”, ‘z’,.. o la constante ‘0’ del objeto 
lenguaje. Usamos letras en negrilia ‘P’, ‘Q’... o letras 
griegas p y Y como variables meta-matemáticas que to- 
man como valores fórmulas del objeto lenguaje. Las con- 
venciones acerca del uso y mención seguidos aquí, las 
cuales son probablemente obvias, son: (i) las constantes 
‘C' e *=', las conectivas proposicionales, los simbolos de 
cuantificación, y los paréntesis a izquierda y a derecha, 
se usan como nombres de sí mismos, (ii) la yuxtaposi- 
ción de nombres de expresiones denota una operación 
binaria sobre expresiones que producen nuevas expresio- 
nes (por ejemplo ‘zy’ & “yEzr = 'rCy € yz”). Para 
una discusión más detallada de estas convenciones, véase 
el capitulo 6 de Suppes (1957). 
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sea distinta de u y w, y no sea libre en la 
formula primitiva q. 
La primera cláusula del axioma garantiza 
que un individuo arbitrario no puede hacer 
el papel del conjunto vacío, 0. En la sección 
siguiente se dan razones que justifican las 
restricciones sobre la variable v. 

En principio, todos los axiomas y teoremas 
que formularemos en las páginas siguientes 
se pueden escribir como fórmulas primitivas 
del objeto lenguaje, en efecto, nuestro objeto 
lenguaje oficial consistirá en esas fórmulas 
primitivas. Para facilitar el trabajo será útil y 
conveniente introducir por definición mucha 
notación adicional, En la práctica aplicare- 
mos el esquema axiomático de separación de 
fórmulas que no están escritas únicamente 
en la notación primitiva; pero ya que en 
cualquier punto de nuestro desarrollo habrá 
precedido sólo un número finito de defini- 
ciones, tal fórmula puede reemplazarse por 
una fórmula primitiva, mediante un número 
finito de sustituciones. 

Con respecto a las definiciones, nuestro 
punto de vista es, entonces, que se pueden 
admitir informalmente, si se dan indicacio- 
nes claras para eliminar los simbolos nuevos 
de cualquier contexto. Así pues, exigimos que 
una fórmula del objeto lenguaje que intro- 
duzca un nuevo simbolo satisfaga el si- 
guiente: 


Criterio de eliminabilidad. Una fórmula 
P que introduce un nuevo símbolo satis- 
face el criterio de eliminabilidad si y sólo 
si,cuando quiera que Qi sea una fórmula 
en la cual el nuevo simbolo aparece, hay 

una fórmula primitiva Q; tal que P — 

(Q: > Qu) es deducible de los axiomas. 
Nótese que hemos formulado este criterio 
sin dar una definición rigurosa de fórmula 
(en oposición a fórmula primitiva). Tal defi- 
nición es viable. si hacemos la lista de todos 
los símbolos definidos que se han introduci- 
do en este libro y luego procedemos, en tér- 
minos de esta lista, como hicimos antes con 
la notación primitiva. No llevaremos a cabo 
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esta tediosa tarea, pero si queremos mencio- 
nar un segundo criterio que deben satisfacer 
nuestras definiciones, a saber: que no deben 
ser creativas. 


Criterio de no creatividad. Una fórmula 
P que introduce un nuevo simbolo satis- 
face el criterio de no creatividad si y sólo 
sino hay fórmula primitiva Q tal que 
P > Qsea deducible de los axiomas sin 
que Q lo sea. 


En otras palabras, una definición no deberia 
funcionar como un axioma que permita la 
deducción de alguna fórmula previamente 
indemostrable, en la cual sólo aparezca la 
notación primitiva. 

El problema clásico de la teoría de la de- 
finición, para una teoría matemática formu- 
lada rigurosamente, es proporcionar reglas 
de definición cuya satisfacción asegure la sa- 
tisfacción de los dos criterios que acabamos 
de expresar. Podemos restringirnos aquí a 
las reglas para definir simbolos de operación. 
Con ligeras modificaciones se producen re- 
glas apropiadas para definir simbolos de rela- 
ción y constantes individuales.* En estas 
reglas nos referimos a definiciones preceden- 
tes, lo cual implica que éstas se dan en una 
sucesión fija y no simultáneamente; este en- 
foque permite usar símbolos ya definidos, en 
las definiciones de los símbolos nuevos. * 

Las definiciones propias de los simbolos de 
operación pueden ser equivalencias o iden- 
tidades. Comenzamos con las primeras. 


Una equivalencia P que introduce un 
nuevo símbolo n-ario de operación O es 
una definición propia si y sólo si P es de 
la forma 


OWS 


y se satisfacen las siguientes restricciones: 


n) =woQ 


* Las constantes individuales pueden tratarse, en efec- 
to, como simbolos de operaciön de grado cero. 

* Las reglas que se dan a continuaciön, y otros temas 
conexos, se tratan mas detalladamente en el capitulo 8 
de Suppes [1957]. 
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(1) vi --- + vay w son variables distintas; 
(ii) Q no tiene variables libres diferentes 
de vu... w; (ii) Q es una fórmula 
en la cual las únicas constantes no lógicas 
son los simbolos primitivos o previamente 
definidos de la teoría de conjuntos; y (iv) 
la fórmula (E!w) Q es deducible de los 
axiomas y definiciones que preceden. 


Con respecto a la frase “constantes no lögi- 
cas” en (iii), las únicas constantes lógicas son 
las introducidas en $1.2; todas las otras cons- 
tantes son no lógicas. Fácilmente se justifi- 
can las varias restricciones. Aquí sólo desta- 
caremos la importancia de (iv). Considérese 
la siguiente definición de la aritmética ele- 
mental para la pseudo-operación yr. 
(1) awyszor<zäy<a. 
Claramente es falso que 
(Elo) (2 <2&y < 2). 


Asi que (1) viola (iv) y queremos demostrar 
que esta violación lleva a una contradicción. 
Puesto que 1<3,2<3, 1<4, 2< 4, 
inferimos inmediatamente de (1): 


1+2=3 
y ademas 
112=4. 
Por consiguiente, 
4=3, 


lo que es absurdo. En lenguaje matemático 
ordinario el punto (iv) requiere que la ejecu- 
ción de una operación produzca siempre un 
objeto único. 
Para una definición que sea una identidad 
tenemos la siguiente regla. 
Una identidad P que introduce un nuevo 
símbolo n-ario de operación O es una 
definición propia si y sólo si P es de la 


orma 
f Olv;,...,v.) =t 
y se satisfacen las siguientes restricciones: 
(i) Yun: vn son variables distintas; Gi) 


el término t no tiene variables libres di- 
ferentes de Yu... vn; (ili) las únicas 
constanies no lógicas en el término t son 
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simbolos primitives y simbolos previamen- 
te definidos de la teoria de conjuntos. 


Un ejemplo de una definiciön por medio de 
una identidad, en aritmética, es la definición 
de sustracción en términos de adición y de 
la operación negativa. 
r=y=2+(-y). 

Es viable probar que las definiciones que 
satisfacen algunas de las reglas que acaba- 
mos de dar o las análogas para símbolos de 
relación y constantes individuales, satisfacen 
los criterios de eliminabilidad y de no creati- 
vidad. Desafortunadamente, muchas de las 
definiciones comunes en matemática y mu- 
chas de las definiciones que se van a intro- 
ducir en lo que sigue, no satisfacen el criterio 
de eliminabilidad; así también, muchas de 
las definiciones de símbolos de operación 
dejan de satisfacer una de las dos reglas an- 
teriores. La razón de esta falla puede expre- 
sarse simplemente asi: las definiciones son 
frecuentemente condicionales en la forma. 
Ejemplo típico de definición condicional en 
aritmética es una definición de división, en 
la cual surge el problema de la división por 
cero: 


(d) y #0 (t/y = 202 = y-2). 


Usando (1) como definicién del simbolo de 
operaciön para la divisiön, no podemos eli- 
minar el simbolo de contextos como: 


1/0 = 2. 


Por otra parte, podemos usar (1) para elimi- 
nar la divisiön en todos los casos “interesan- 
tes”, o sea, en todos aquellos que satisfacen 
la hipötesis de (1). Aun mas, no es dificil 
modificar las dos reglas dadas, de tal manera 
que las definiciones condicionales que las sa- 
tisfacen satisfagan el criterio de no creativi- 
dad. En efecto, las modificaciones apropiadas 
de la regla para las equivalencias que definen 
simbolos de operación están incorporadas en 
lo siguiente: 

Una implicación P que introduce un 

nuevo simbolo de operación O es una 
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definición condicional si y sólo si P es 
de la forma 
Q-[Ot.-.- vn) = woR] 

y se satisfacen las siguientes restricciones: 
(i) la variable w no es libre en Q; (ii) 
las variables Wi,- ¡Yn, w son distintas; 
(iii) R no tiene variables libres diferentes 
de Wi... Va ws (iv) Qy R son fórmu- 
las en las cuales las únicas constantes no 
lógicas son los simbolos primitivos y los 
simbolos previamente definidos de la teoría 
de conjuntos; (V) la fórmula Q — (Elw) 
R es deducible de los axiomas y defini- 
ciones que preceden. 


Convertir una definición condicional de un 
simbolo de operación en una definición pro- 
pia que satisfaga el criterio de eliminabilidad 
es asunto de rutina una vez que se escoge un 
objeto que puede ser el resultado de efectuar 
la operación cuando no se satisface la hipó- 
tesis de la definición condicional. En aritmé- 
tica, la escogencia natural es el número cero. 
Estando de acuerdo sobre esto, podemos 
reemplazar la definición condicional (1) de 
división por 

tly = z > (y = 0> T = y) & 

(y =0>2=0). 
La escogencia natural correspondiente cn la 
teoría de conjuntos es el conjunto vacío. De 
modo que cualquier definición condicional 
que satisfaga la regla antes formulada puede 
convertirse en una definición propia, escri- 
biéndola como: 


(2) Ols...) =wo(Q>-R)é 
(-Q—w =0). 

En lo que sigue usaremos continuamente de- 
finiciones condicionales, pero subentendemos 
que la notación que ellas introducen puede 
ser eliminada siempre, en favor de la nota- 
ción primitiva, formulándolas de nuevo como 
definiciones propias de la forma indicada por 
(2). 

Desde un punto de vista lögico, las defi- 
niciones que hemos venido describiendo son 
axiomas no creativos expresados en el objeto 
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lenguaje. Se clasifican propiamente como 
axiomas porque funcionan como premisas 
adicionales en la deducción de teoremas, pero 
su carácter no creativo asegura que no re- 
fuerzan realmente la teoría de conjuntos tal 
como fue formulada en los axiomas creati- 
vos básicos. Ocasionalmente introduciremos 
esquemas de definición que, como el esque- 
ma axiomático de separación, deberian for- 
mularse propiamente en el meta-lenguaje. 
Tales esquemas de definición aparecerán 
principalmente en relación con la introduc- 
ción de nuevos métodos de ligar variables. 
Aumentamos también nuestra notación pri- 
mitiva con la introducción de varios tipos de 
variables: variables de conjuntos, que reco- 
tren conjuntos pero no individuos (4”, ‘B’, 
‘C’,...), variables cardinales, que recorren los 
números cardinales (‘m’,'n’,‘p’,...), varia- 
bles ordinales, que recorren los números or- 
dinales (a, B*, ‘y’,...), variables que reco- 
tren los enteros no negativos (‘m’, ‘n’, ‘p’,. ..), 
variables racionales, que recorren los nüme- 
ros racionales no negativos ('M”, ‘N’,‘P’,...). 
No consideraremos aqui explícitamente re- 
glas para los esquemas de definición que in- 
troducen nuevas variables o nuevos métodos 
de ligár variables, pero será claro, para el 
pequeño número de tales esquemas que se 
usan efectivamente, cómo puede demostrar- 
se que ellos satisfacen los dos criterios de eli- 
minabilidad y de no creatividad, o cómo pue- 
den ser ligeramente modificados para obtener 
tal satisfacción. 

$ 2.2 Axiomas de extensionalidad y separa- 
ción. Comenzamos con la definición de la 
noción de conjunto. El contenido de la defi- 
nición concuerda con ideas intuitivas: un 
conjunto es algo que tiene elementos, o es el 
conjunto vacío. 


Definición 1. y es un conjunto 

o (Ar) (re yv y =0). 
Como es de esperarse, la noción de conjunto 
se necesita a casa paso. Por ejemplo, la ma- 
yoria de las definiciones que vamos a intro- 
ducir son condicionales, y se entiende intuiti- 
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vamente que se aplican sólo a conjuntos. 
Para no tener que estar escribiendo conti- 
nuamente el predicado ‘es un conjunto”, 
adoptaremos la siguiente convención en rela- 
ción con las variables: las letras bastardillas 
mayúsculas ‘4’, ‘B’, “C”, etc., se usarán sola- 
mente para conjuntos. Las bastardillas mi- 
núsculas, ‘x’, y”, ‘2’, etc, se pueden tomar 
como valores tanto de conjuntos como de 
individuos. (Llamaremos variables generales 
a estos últimos simbolos). Con esta conven- 
ción bien presente, podemos omitir, sin con- 
fusión alguna, el predicado “es un conjunto”. 

La traducción de proposiciones que inclu- 
yen variables de conjuntos, a la notación bá- 
sica de variables generales, es inmediata. Las 
tres reglas que se necesitan son muy simples; 
en lugar de dar un enunciado formal de ellas, 
ilustraremos su uso por medio de tres ejem- 
plos: uno que se refiere a un cuantificador 
universal, otro a un cuantificador existencial 
y otro a un cuantificador de existencia y 
unicidad. La proposición: 
(WA)(Az)-(2 E A) 
se traduce: g 

(Wy)(y es un conjunto > (31)-(z € y), 
y la proposición: 

(Va GA) € A) 

se traduce: 

(VEN (y es un conjunto de (r € y). 
La proposición: 

(EMV IE A) 

se traduce: 

(Ely)(y es un conjunto d (Vx) (z € y). 

Debe notarse que la constante individual 
que denota el conjunto vacío se usa en el de- 
finiens de la definición 1. Se acostumbra en 
muchos desarrollos axiomáticos de la teoria 
de conjuntos definir el símbolo para el con- 
junto vacío, en lugar de introducirlo como 
un símbolo primitivo. Pero esto no es posible 
aquí, pues los axiomas están limitados a per- 
mitir individuos situados dentro del dominio 
del discurso. A este respecto seguimos la for- 
mulación original de la teoría de conjuntos 
de Zermelo, hecha en 1908. Sin embargo, 
nuestros axiomas no postulan realmente la 
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existencia de individuo alguno y estan por 
tanto acordes con el concepto de que sölo 
hay conjuntos en el dominio del discurso. 
Una definición usual de conjunto vacío es: 
0 = r4 (Yyy g r), 
pero es fácil demostrar, con base en esta de- 
finición, que cualquier individuo es idéntico 
con el conjunto vacío, y esto efectivamente 
excluye los individuos. 
Los dos axiomas que se consideran en esta 
sección son el axioma de extensionalidad 
(Vare Ac rEeB)>A=B 
y el esquema axiomático de separación 
(IBW) E€ Bere A & pl). 
Se entiende en el esquema axiomätico de se- 
paraciön que la variable 'B” no es libre en 
g(x). Una formulación meta-matemática ri- 
gurosa de este esquema se dio en la sección 
anterior.* Para efectos de trabajo intuitivo 
sostendremos la forma que hemos acabado 
de usar, la cual es una mezcla del objeto len- 
guaje y del meta-lenguaje; pero el lector debe 
tener bien claro que éste es un esquema axio- 
mático, no un axioma'único. La restricción 
de que ‘B’ no sea libre en p(x) es esencial, 
pues sin ella podríamos deducir una contra- 
dicción, cuando quiera que A sea un con- 
junto no vacío. Para ver esto, sea (x) la 
expresión ‘(z € By ysea A el conjunto 
que consiste en el conjunto vacío (la existen- 
cia de A se sigue de otros axiomas de este 
capitulo). Entonces tenemos: 
(AB)\OCBo0CA&-(EB)), 
lo cual, puesto que 0 € A, implica: 
(3B)(0 € Be —(0 € B)), 


* Es importante notar que, estrictamente hablando, la 
formulación con variables de conjuntos es más débil que 
la formulación meta-matemática con un solo tipo de va- 
riable, pues la primera expresa: 


z es un conjunto — (Iy)(y es un conjunto & (Wz) 
(Ey O 2Ex & p(2))), 


mientras que la versión meta-matemática inicial no tiene 
esta forma condicional. Por otra parte, no hay verdadero 
interés en que el axioma se aplique cuando x es un in- 
dividuo. 


CAP. 2 


un absurdo, Por otra parte, es legítimo, y a 
veces necesario, que p(x) contenga otras va- 
riables libres y no simplemente ‘x’; solamen- 
te ‘B’ está excluida, 

Pasamos ahora a los desarrollos sistemá- 
ticos. Primero definimos la notación usual 
‘2’ para algo que no es elemento de algo. 

Definición 2. zz y+>-(x€ y). 
Análogamente, usamos la notación de la ló- 
gica ‘x Æ x’ para significar —(x=xY. Como 
primer teorema, tenemos: 


Teorema 1. zgo. 


Demostración. Tomando p(x) como ‘xx’, 
se tiene, por el esquema axiomático de sepa- 
ración: 

D CAVE CASIE0d4 IA 2). 
Supongamos ahora que algún x está en A; 


entonces, por (1), x £ x, lo que es absurdo. 
Por tanto, concluimos: 


(2) (Wa)(@¢@ A), 
y por consiguiente, por la definición 1, 
(3) A=0. 


El teorema se sigue de (2) y (3). Q.E.D. 


En seguida demostramos un teorema sen- 
cillo, relativo a la unicidad del conjunto 
vacío, 


Teorema 2. (Ve)zgz 4) 4 =0, 

Demostración. Si A = 0, entonces, por el 
teorema l, zg A. Por otra parte, si para 
todo x, xg A, entonces no hay elementos 
en el conjunto A y por la definición 1, A=0. 
Q.E.D. 
El resto de esta sección se relaciona con 
las nociones de inclusión e inclusión propia 
entre conjuntos, Si 4 y B son conjuntos tales 
que todo elemento de 4 es elemento de B, 
entonces decimos que A está incluido en B, 
o que A es un subconjunto de B, lo cual se 

simboliza: A C B. Así, podemos escribir: 


El conjunto de los Irlandeses está contenido 
en el conjunto de los hombres 


o: 
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El conjunto de los Irlandeses es un 
subconjunto del conjunto de los hombres 


o sencillamente: 


El conjunto de los Irlandeses & el conjunto 
de los hombres. 
Formalmente, tenemos: 


Definición 3. AG BS (VIE A => 
xe B). 


Desde un punto de vista formal, la definición 
3 es una definición condicional de un sim- 
bolo binario de relación. El hecho de que es 
una definición condicional está encubierto 
por el uso de letras mayúsculas, de la mane- 
ra ya acordada. Esta misma observación se 
aplica a todas las definiciones en las cuales 
se usan variables de conjuntos. 


Teorema 3. AGA. 


Demostración. Puesto que es una verdad 
lógica que 
(VEA >E A), 
se sigue inmediatamente de la definición 3, 
que 
ACA. Q.E.D. 


El teorema 3 afirma sencillamente que la in- 
clusión es reflexiva; el teorema siguiente afir- 
ma que tiene la propiedad de antisimetria, 
como suele llamarse. 


Teorema 4 ACB&BCIA>A=B. 


Demostración. Si A C B y B CA, enton- 
ces se sigue de la definición 3 que 
(vakedozeB). 

En consecuencia, por el axioma de extensio- 

nalidad, A = B. Q.E.D. 


Teorema 5. A CO—>A =0. 


Demostración. En virtud de la definición 
3 y de la hipótesis del teorema, si x € A,en- 
tonces x € 0. Pero por el teorema l, xg 0. 
En consecuencia, para todo x, x g A y por 
el teorema 2, A = 0. Q.E.D. 


La transitividad de la inclusión se enuncia 
en el siguiente teorema. 
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Teorema 6. ACBEBEC=ACC. 


Demostración. Considérese un elemento 
arbitrario x. Ya que A € B, six € A, en- 
tonces x € B; pero B G C; en consecuencia, 
six € B, entonces, x € C. Asi, por la tran- 
sitividad de implicación, si x € A, entonces 
re QED? 

Aqui se ejemplifica un procedimiento tipi- 
co usado en demostraciones informales. Ne- 
cesitamos demostrar algo acerca de todos los 
elementos x. Para hacerlo es suficiente dar 
el argumento para un x arbitrario. El uso de 
la frase ‘elemento arbitrario’ corresponde, 
en cl lenguaje de la lögica, a introducir una 
variable libre en una premisa (en este caso 
la premisa es x € 4). 

Ahora definimos la inelusiön propia. 


Definición 4.A CBO ACB&AFB 


Usando informalmente la notaciön de llaves, 
que no ha sido aún formalmente definida, 
tenemos: 

11,2) C (1,28) 
pero no es el caso de que 

{1,2} G {1,2}. 
(Aqui describimos un conjunto escribiendo 
los nombres de sus elementos separados por 
comas, y encerramos el total con llaves). Los 
cuatro teoremas siguientes expresan propie- 
dades que se espera sean cumplidas por la 
inclusión propia; las demostraciones se dejan 
como ejercicios. 


Teorema 7. —(A C A) 

Teorema 8. ACB=>-(BC A) 
Teorema 9. ACBEBCTC>ACC. 
Teorema 10. ACBACB. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar los teoremas 7 a 10, 
2. Formular la definición 4 como una definición con- 
dicional, sin usar variables de conjuntos ‘A, ‘B’, etc. 


* La “transitividad de implicación” significa precisa- 
mente que de P —> Q y Q-»R podemos inferir que 
P>R. 


18 DESARROLLOS GENERALES 


3. Formular los teoremas 2 y 3 sin usar variables de 
conjuntos. 

4. Dar una definición formal de la noción de indivi- 
duo, siguiendo los lineamientos de la definición 1. 


$ 2.3 Intersección, unión y diferencia entre 
conjuntos. Las propiedades elementales de 
las tres operaciones binarias básicas entre 
conjuntos constituyen el tema de esta sec- 
ción. Usando de nuevo informalmente la no- 
tación de llaves para conjuntos, se pueden 
dar algunos ejemplos simples que ilustran 
esas operaciones. Si A y B son conjuntos, en- 
tonces se entiende por intersección entre A 
y B (en símbolos: A N B) el conjunto de to- 
das las cosas que pertenecen tanto a A como 
a B. Así, 

{1,2} n (23) = 12) 
y) 
{1} n (2) =0. 
La unión entre A y B (en símbolos: A UB) 
significa el conjunto de todas las cosas que 
pertenecen por lo menos a uno de los con- 
juntos A y B. Por ejemplo, 
{1,2} u (2,3) = (1,23) 


Ey y (2) = (12). 
La diferencia entre A y B (en símbolos: 4 ~ 
B) significa el conjunto de todas las cosas 
que pertenecen a A pero no a B. Asi, 

{1,2} ~ (2,3) = $1) 


(1) ~ (2) = (1). 

Los teoremas basicos que establecen la exis- 
tencia de los conjuntos interseeciön y dife- 
rencia entre dos conjuntos se pueden de- 
mostrar usando el esquema axiomätico de 
separación. No se puede decirlo mismo para 
la unión de dos conjuntos y por eso en este 
punto introducimos el axioma de unión, el 
cual más tarde demostraremos que es redun- 
dante, en términos del conjunto completo de 
axiomas introducidos en este capitulo: * 


*El axioma de suma introducido luego en $ 2.6 se lla- 
ma a veces axioma de unión. El presente axioma, que cs 
redundante, no debe confundirse con él. 


a CAP. 2 
(ICW) (rE Coxe Av xe B). 
No usamos este axioma inmediatamente, 
sino que primero desarroltamos las propie- 
dades de la operación intersección. 
Teorema 11. (E!C)(Y z)(z € Co 
zeAkxeB). 
Demostración. El siguiente es un ejemplo 
del esquema axiomático de separación: 
AVEC +12 Agre B). 
Necesitamos ahora demostrar que C es úni- 
co. Supongamos que hubiera un segundo 
conjunto, C’, tal que, para todo x, 
zeCorecA&k&scB; 
entonces, para todo x, 
rEeCorel 
y en virtud del axioma de extensionalidad, 


C=C. Q.E.D. 


El teorema que se acaba de demostrar jus- 
tifica formalmente la definiciön de intersec- 
ción. 

Definición 5. ANB = y > (Wr) € y 
«rE A & «ce B) & y es un conjunto. 
Corrientemente, la tendencia natural es es- 
cribir, en lugar de la definición 5, la fórmula 


(1) ANB =C (Yre Co 
zEA&x«e B), 
pero (1) no se traduce en variables generales 
de manera satisfactoria, pues se transforma 
en: 
(2) zyz son conjuntos —(2My = z + 
(Yo) (vez we zxd4we y), 

y las razones para prevenir la aparición libre 
de ‘z’ en la hipótesis de (2) son obvias; pues 
si aparece, no podemos demostrar, por ejem- 
plo, que ONO = 2 para cualquier individuo z. 
Nótese que la regla para las definiciones 
condicionales, dada en la sección precedente, 
prohibió tal aparición libre de ‘z’. 

Si las reglas dadas al comienzo de este 
capítulo hubieran sido más liberales, habría- 
mos podido adoptar como definición de in- 
tersección el teorema siguiente, que tiene la 
virtud de facilitar mucho las demostracio- 
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nes; pero la liberalizaciön de dichas reglas 
no es aconsejable porque la no creatividad 
de las definiciones llega a ser mucho menos 
obvia y en muchos casos dificulta la demos- 
tracion. 
Teorema 12. rc AnBozcA&ırEeB. 
Demostración. Usando la identidad: 
ANB = ANB 

y cambiando ‘AnB’ por ‘z’ en la definición 
5, obtenemos el teorema de una vez. Q.E.D. 

Los dos teoremas siguientes establecen la 
conmutatividad y la asociatividad de la in- 
tersección. Las demostraciones se dejan co- 
mo ejercicios. 

Teorema 13. ANB = BNA. 

(ANB)NC = AN(BNC). 
Una operaciön binaria es idempotente si, 
cuando se efectúa entre un elemento y él 
mismo, el resultado es precisamente tal ele- 
mento. El teorema siguiente establece la 
idempotencia de la intersecciön. 


Teorema 15. ANA = A. 


Demostraciön. Por el teorema 12, 
te ANAPreEA&ZEA, 


Teorema 14. 


pero 
EC AGICADICA, 
asi, por la definición 5, 
ANA =A. Q.E.D. 


En seguida se formulan tres teoremas intui- 
tivamente obvios; sólo se demuestra el pri- 
mero. 


Teorema 16. AN0 = 0. 
Demostraciön. En virtud del teorema 12, 
TEANDOCAGICO, 
pero, por el teorema 1, 
zgo. 
En consecuencia, 
zg ANO, 


y puesto que el argumento vale para todo x, 
por el teorema 2, 


And = 0. Q.E.D. 
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Teorema 17. ANBCA. 
Teorema 18. A CB OANB =A. 


Ahora nos referimos al teorema que justi- 
fica la operaciön de uniön entre conjuntos. 
La demostraciön de este teorema requiere el 
uso del axioma de uniön, por primera vez. 


Teorema 19. (EIC) (Wx) (2 E€ C e 
re AV «ee B). 


Demostraciön. Semejante a la demostra- 
ciön del teorema 11, pero usando el axioma 
de uniön en lugar del esquema axiomätico 
de separaciön. 


Definición 6. AUB = y + (W22 E y 
ere Av ce B) € y es un conjunto. 


Para trabajar necesitamos inmediatamente 
un teorema para la operación de unión, aná- 
logo al teorema 12. 


Teorema 20. 18€ AUBSrCcAVIEB. 


Demostración. Semejante a la demostra- 
ción del teorema 12. 

Ya que muchas de las demostraciones de 
los teoremas concernientes a la unión entre 
conjuntos son paralelas a las que se refieren 
a la intersección, podemos descartarlas fre- 
cuentemente, haciendo referencia al teorema 
correspondiente para la intersección, como 
hemos hecho con las demostraciones de los 
teoremas 19 y 20. 

Los tres teoremas siguientes establecen la 
conmutatividad, la asociatividad y la idem- 
potencia de la unión. 

Teorema 21. AUB = BUA. 
Teorema 22. (AUB)UC = A U (BUC). 
Teorema 23. AUA = A. 


En los cuatro teoremas siguientes se esta- 
blecen otros hechos. 


Teorema 24. AUO = A. 
Teorema 25. A G AUB. 
Teorema 26. AC Be AUB =B. 


Teorema 27. ACCEBEC= 
AUBCC. 
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Ahora establecemos dos leyes distributivas 
fundamentales para la intersecciön y la 
uniön; demostraremos la primera. 


Teorema 28. (AUB)NC = 
(ANC)U(BNC). 
Demostración. Sea x un elemento arbitra- 
rio. En virtud del teorema 12, 


TE (AUBNC ore AUB&rE, 
y por el teorema 20, 
zcAUB&relolscAvsecD&rel, 
y por las leyes distributivas de la lögica pro- 
posicional,* 
GEAV LEB &teCe@eA&st EC) 
VreB&rec). 
Usando de nuevo el teorema 12, 


eA&rcel)vkeceBkrel)o 
eE ANCV zE BNC. 


Usando de nuevo el teorema 20, 
re ANCV re BNC exe (ANC)U(BNC). 


De la transitividad y de la equivalencia in- 
ferimos: 


we (AUB)NCoze (ANC) U(BNC), 
finalmente, por el axioma de extensionalidad, 


(AUB)NC = (ANC) U(BNC). Q.E.D. 

En la demostracién del teorema 28 se ha 
empleado un artificio que se usa repetidas 
veces. Para demostrar que dos conjuntos son 
idénticos, comenzamos por considerar un 
elemento arbitrario de uno de los conjuntos 
y demostramos que pertenece a este conjun- 
to si y sólo si pertenece al otro. Usando el 
axioma de extensionalidad, obtenemos inme- 
diatamente la identidad de los dos conjuntos. 
(ANB)UC = 
(AUC) N(BuC). 

En seguida enunciamos el teorema justifi- 
cante y la definiciön de la operaciön de dife- 
rencia entre conjuntos. 


Teorema 29. 


* La ley en cuestión consiste en que de (P v Q) ER 
podemos inferir (P & R) v (Q & R} y recíprocamente, 
dondeP, Q,y R son fórmulas cualesquiera. 
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Teorema 30. (EIC)(Vz)@aCo 
cAá«zgB). 
Demostración. Semejante a la del teore- 
ma 11, pero tomando aquí p(x)como'x g B’. 
Definición 7. A ~B = y > (Ya) € y 
rE A&zgB)& y es un conjunto. 


Teorema 31. rg A~ Be 
IcAézregB. 


Demostración. Semejante a la del teore- 
ma 12. 

El teorema siguiente asegura obviamente 
el hecho de que la diferencia entre conjuntos 
no es idempotente, supuesta la existencia de 
conjuntos no vacios. 


Teorema 32, A=A=0. 


Demostración. Por el teorema |, 
Igo. 
Por la lógica proposicional, 
TEDOICAKRICA, 
finalmente, por la definición 7, 


A A=0 Q.E.D. 
Los teoremas restantes de esta sección es- 
tablecen hechos relativos a las operaciones 
de intersección, unión y diferencia entre con- 
juntos. Las demostraciones de los teoremas 
se obtienen fácilmente siguiendo un método 
parecido al que se usó para el teorema 28. 
Como con ese teorema, las demostraciones 
dependen del aprovechamiento de propieda- 
des formales de las conectivas proposiciona- 
les, análogas a las propiedades formales 
enunciadas en los teoremas. Aquí se da so- 
lamente la demostración del primero de esos 
teoremas. 


Teorema 33. A ~ (ANB) = A ~B. 
Demostración. Sea x un elemento arbitra- 
rio. Entonces, 
E A~ (ANB) z€ A & -lE ANB) 
por el teorema 31 
SICAGALCAGICEA) 
por el teorema 12 
SzIEAGK(IZLAVIEB) 
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Por lögica proposicional 
So(re Arg AV @EA&KZEB) 
Por lógica proposicional 


<> æC A 22 BPor lógica proposicional 
Q.E.D. 


Se ha adoptado aqui un estilo staccato, que 
consiste en exhibir una serie de equivalen- 
cias y que es semejante al usado frecuente- 
mente para una cadena de identidades. Al- 
gunos lectores pueden hallar más claro este 
método de presentación que el más prolijo 
que se usó en la demostración del teorema 28. 


Teorema 34. AN(A ~ B) = A ~B. 


Teorema 35. (A ~ B)UB = AUB. 
Teorema 36. (AUB) ~B = AB. 
Teorema 37, (ANB) ~B = 0. 
Teorema 38. (A ~ B)nB = 0. 
Teorema 39. A» (BUC) = 
(A~B)n(A~c). 
Teorema 40. A» (BNC) = 


(A~B)U(A~C). 


En la teoria de conjuntos de von Neu- 
mann, el universo V, que es la clase de todos 
tos conjuntos, existe. El complemento ~ A 
de un conjunto A puede definirse como 

=A=V=A. 
Pero esto no es posible en la teoría de con- 
juntos de Zermelo-Fraenkel y puede ser de 
interés ver con algún detalle por qué no. 
Análogamente a los teoremas justificantes 
de las definiciones de las tres operaciones ya 
consideradas, necesitariamos demostrar: 


() EBWJreBorga) 
y entonces definiriamos la complementación 
así: 

O) A =y (Vasey ezg A) 

&y es un conjunto. 

Supongamos ahora que fuera posible demos- 
trar (1). Sea A = 0; entonces, 

(3) (E1B)(W2z)(a € B), 
esto es, B es el conjunto universal al cual 


DESARROLLOS GENERALES 21 


todo objeto pertenece; pero con B a la mano, 
el esquema axiomático de separación se re- 
duce al esquema axiomático de abstracción 
tomando A como el conjunto universal B, y 
se puede deducir la paradoja de Russell co- 
mo en § 1.3. Concluimos que (1) no puede 
demostrarse y la definición (2) es imposible 
en la teoría de conjuntos de Zermelo-Fraen- 
kel. Se puede formalizar un aspecto de esta 
discusión, en el útil resultado de que no exis- 
te un conjunto universal. Como se acaba de 
indicar, la demostración de este teorema si- 
gue el método de argumentación de la pa- 
radoja de Russell, por una reductio ad absur- 
dum. 


Teorema 41. -—(3A)(VW2)(x € A). 


EJERCICIOS 


1. Demostrar los teoremas 13 y 14. 
2. Demostrar los teoremas 17 y 18. 
3 Demostrar los teoremas 21, 22 y 23. 
4. Demostrar los teoremas 24, 25, 26 y 27. 
5. ¿Puede darse un ejemplo de una operación de la 
aritmética ordinaria que sea idempotente? 
6. Demostrar el teorema 29. 
7. Demostrar los teoremas 34, 35 y 36. 
8. Demostrar los teoremas 37 y 38. 
9. Demostrar los teoremas 39 y 40. 
10. Dar una demostración detallada del teorema 41. 
11 Hallar una identidad que sirva luego como defini- 
ción de intersección en términos de diferencia, 
12. Definamos la operación de diferencia simétrica por 
medio de la identidad: 
At B= (A~B)U(B~ A). 


Demostrar: 


(a) A=0=A 

b) A+B=B+A 

(Y) (AB) >C0C=A=(B=C) 

(d) AN(B +C) = (ANB) + (ANC) 

(e) A~ BOCA +B 

DD A=BoA+-B=0 

() A+C=B+C7A=B 

(h) Hallar una identidad que sirva luego como defini- 
ción de diferencia,en términos de diferencia simé- 
trica e intersección. 


$ 2.4 Axioma de apareamiento y parejas or- 
denadas. Los tres axiomas considerados has- 
ta ahora nos permiten demostrar la existen- 
cia de solamente un conjunto: el conjunto 
vacio. Ahora introducimos un axioma que 
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establece que, dados dos elementos cuales- 
quiera, esto es, dos conjuntos o individuos 
cualesquiera, podemos formar el conjunto 
que consta de esos dos elementos. Este axio- 
ma se llama usualmente el axioma de apa - 
reamiento: 


GA(VWVIECEAO2=1V 2= y). 


Si quisiéramos hacer del axioma de unión 
una parte más integrante de nuestro sistema, 
podríamos reemplazar el axioma de aparea- 
miento por un axioma más débil, según el 
cual el conjunto unitario consistente en cual- 
quier elemento, existe. El axioma de aparea- 
miento se sigue de considerar la unión de 
dos conjuntos unitarios. Sin embargo, como 
ya se ha observado al final del capítulo 1, 
queremos demostrar hacia el final de este 
capítulo que el axioma de unión se puede 
deducir del axioma de apareamiento y del 
axioma de suma, el cual no ha sido introdu- 
cido aún. 

Para preparar la definición de conjuntos 
de dos elementos tenemos el refuerzo usual 
del axioma, como se expresa en el siguiente 
teorema. 


Teorema 42. (EIA W2)2 € A» 
2=2xV 2 = y). 


Demostración. Semejante a la del teore- 
ma il. 


Definición 8. {x,y} = wo (VE w 
ez = gV z= y) € w es un conjunto. 


Ahora se tiene el teorema de costumbre. 


Teorema 43. ze [zyJaz=ıVvz=y. 


Demostración. Semejante a la del teore- 
ma 12. 
Un teorema menos trivial pero también útil 
sobre parejas no ordenadas es el siguiente. 


Teorema 44. {x,y} = lujo) > (z = 
u&y =v”V (zr =v&y = u). 


Demostración. En virtud del teorema 43, 


ue lup}. 
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Por la hipótesis del teorema, 


uelzy). 
En virtud del teorema 43, de nuevo, 


qd) u=2Vu=Y. 
Con argumentos semejantes, 
(2) v=zVv=Y% 
(3) z=uVı=, 
(4) yruVvy =r. 


Ahora podemos considerar dos casos. 


Caso 1. x = y. Entonces, en virtud de (1), 
x = u y en virtud de (2), y = v. 

Caso 2. x # y. En vista de (1) ox = u, 
o bien, y = u. Supongamos x u. Entonces, 
y = u; por (3), x = v. Por otra parte, supon- 
gamos y u. Entonces, x = u y por (4), 
yoy. Q.E.D. 

Conviene, para uso subsiguiente, definir 
conjuntos unitarios, ternas y cuaternas. Es 
evidente la naturalidad de las definiciones. 


Definición 9. {x} = {zz} 
{x,y,z} = [xy] U fe} 
toy e) = {x,y} U {2,0}. 


Como corolario inmediato del teorema 44, 
tenemos un teorema intuitivamente obvio, 
con respecto a los conjuntos unitarios. La 
demostraciön se deja como ejercicio. 


Teorema 45. {z} = fy} >x = y. 


Ahora estamos en situaciön de definir pa- 
rejas ordenadas en términos de conjuntos 
unitarios y duplas no ordenadas. Esta defi- 
niciön fue histöricamente importante para 
reducir la teoria de relaciones a la teoria de 
conjuntos y se debe a Kuratowski (1921); 
pero la primera definiciön que permitiö esta 
reducción se encuentra en Wiener (1914). 

Definición 10. (24) = {fz}, {2,y}}. 
Dentro de la teoria de conjuntos, como ve- 
remos en el capitulo siguiente, las relaciones 
se definen como conjuntos de parejas orde- 


nadas. Sin algo amano, como la presente 
definición, es imposible desarrollar la teoría 
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de relaciones, a menos que la nociön de pa- 
reja ordenada se tome como primitiva. Esen- 
cialmente, nuestra única intuición acerca de 
una pareja ordenada es que es una entidad 
que representa dos objetos en un orden dado. 
El siguiente teorema establece que la defini- 
ción 10 es adecuada con respecto a esta idea; 
a saber, dos parejas ordenadas son idénticas 
solamente cuando el primer elemento de una 
es idéntico con el primer elemento de la otra 
y en forma semejante para los segundos ele- 
mentos. 
Teorema 46. (x,y) = (ue) 
z=uky =v 

Demostración. En virtud de la definición 

10 y de la hipótesis del teorema, 


Heh toy = Hauj, fuel). 
Por el teorema 44, 
(1) Cit} = lu] € (oy) = tup) v (fa) 
= {ur} € {zy} = fuj). 


Supongamos que subsiste la primera alter- 
nativa de (1). Entonces, ya que 


la) = tu}, 
por el teorema 45 
z= 4, 
y por el teorema 44 y la suposición de que 
{zy} = (uo; 
y=, 
que establece el resultado pedido. 


Supongamos ahora que subsiste la segun- 
da alternativa de (1). Entonces, puesto que 
{x} = {z,x}, por el teorema 44, 


a=u&«e=2, 
y en forma similar, 
r=uky =u. 
Por consiguiente, 
Q.E.D. 


Las parejas ordenadas desempeñan un pa- 
pel muy importante en la sección de este ca- 
pitulo que trata de productos cartesianos y 


z2=u6y=0. 
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en el capítulo siguiente que trata de relacio- 
nes y funciones. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar el teorema 45, 
2. Demostrar que 
2=y>(24)= til}. 

3. ¿Es siempre verdadero que si {x,y,z} = (X,J,W), en- 
tonces z = w? 

4. Demostrar, usando la demostración de un teorema 
como el 46, que cs.adecuada la siguiente definición de 
parejas ordenadas: 


(ay) = (0), ly (013). 


$ 2.5 Definición por abstracción. En mu- 
chas ramas de la matemática moderna se 
acostumbra usar la notación: 


la: e(z)} 


para designar el conjunto de todos los obje- 
tos que tienen la propiedad q. Por ejemplo, 


le: z > V2} 


es el conjunto de todos los números reales 
fi : 
mayores que \/2; como otro ejemplo, 


{2:1 <x <4&xes un entero} = (2,3). 


Debemos aclarar por qué el uso de esta no- 
tación se llama definición por abstracción. 
Comenzamos por considerar alguna propie- 
dad, tal como ser mayor de yZ y abstrae- 
mos de esta propiedad el conjunto de todas 
las entidades que tienen la propiedad. 
Nuestro objetivo es dar una definición for- 
mal de esta operación de abstracción, pero 
debe observarse que para definirla no esta- 
mos introduciendo un nuevo símbolo de re- 
lación, ni de operación, ni de constante 
individual. Lo que estamos introduciendo es 
un operador que proporciona un nuevo mé- 
todo de ligar variables. Así en la expresión 


{ara > 2} 
la notaciön 
{-:—] 


liga la variable ‘x’. 
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Esquema de definición 11. 
lazpto)] = y > [(V 2) (Ey © o(z)) & y es un 
conjunto] V [y=0&-(IB)(Vx)(zeB 
er. 
De la definiciön se desprende claramente 
que {x: g(z)} es un conjunto, El quid del se- 
gundo miembro de la disyunción del defi- 
niens es hacer fx: p(x)) igual al conjunto 
vacío, si no hay conjunto no vacío que tenga 
como elementos precisamente aquellas enti- 
dades con la propiedad q. La manera de 
traducir las fórmulas en las cuales las varia- 
bles de conjuntos están ligadas por abstrac- 
ción es inmediata. Así, la formula esquemá- 
tica 
(A: o(4)} 
se traduce, 
Íx: zes un conjunto & ¢(2)}. 


Hay muchos esquemas teoremáticos intui- 
tivamente obvios, acerca de la operación 
abstracción, algunos de los cuales formula- 
mos y demostramos 'en seguida. 


Esquema teoremático 47. y€ (2: p(z)} 
> ely). 
Demostración. Si y€ {x: p(x)), entonces 
la: p(a)) 4 0, 
y, por el esquema de definición 11, 
yE ip) + ely); 
podemos concluir, a partir de la hipótesis 
del teorema, ¢( y). Q.E.D. 
Teorema 48, A = {z:x€ Aj. 
Demostración. Es una verdad lógica que 
(Wrc Aere). 


Asi que, tomando q(x) en la definición 11 
como ‘rE A’, obtenemos el teorema direc- 
tamente. Q.E.D. 
Teorema 49, 0 = {z:2 2]. 
Demostración. Supongamos que hubiera 
un y tal que 


yo lez Æ al. 
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Entonces, por el teorema 47, 

a) YEY 
lo que es absurdo. Q.E.D. 
Semejante al teorema 41, tenemos también: 


Teorema 50. 0 = [2:12 = z}. 


Podemos demostrar como teoremas, fór- 
mulas sencillas que podrian usarse para de- 
finir intersección, unión y diferencia entre 
conjuntos. 


Teorema 51. ANB = |zr:æc A&ae B}. 


Demostración. Usese el teorema 11 yla 
definición 11. 


Teorema 52. AUB = {ziz € AV 
ze Bh. 


AwmB={e:2EA 
&rg B}. 


Un punto de interés metodológico es que,si 
estos tres últimos teoremas se usan como 
definiciones de las tres operaciones, no se 
requiere teorema justificante previo a la de- 
finición. (Nótese que no se exige tal teorema 
en la regla para definir símbolos de opera- 
ción por identidades en $ 2.1.) Por la defi- 
nición 11 sabemos que si el conjunto de 
elementos intuitivamente apropiados no 
existe, entonces el resultado de efectuar la 
operación es el conjunto vacío. Sin embar- 
go, para hacer un trabajo serio con las ope- 
raciones, necesitamos la existencia del con- 
junto intuitivamente apropiado, lo cual, en 
otras palabras, significa que los teoremas 
justificantes vienen después en lugar de an- 
tes de la definición. Esto se ilustra más ade- 
lante en $ 2.7. Las definiciones que no 
necesitan un teorema justificante se llaman 
frecuentemente libres de axioma. 

En lo que sigue, es conveniente tener una 
forma de definición por abstracción, más 
flexible que la proporcionada por la defini- 
ción 11. En particular, queremos estar en po- 
sibilidad de poner términos complicados an- 
tes de los dos puntos en lugar de variables 
singulares, simplemente. Por ejemplo, en $ 2.8 


Teorema 53. 
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definimos el producto cartesiano entre dos 
conjuntos por medio de: 

CG) AXB= {(zy):rE A & yc Bi, 
pero sobre la base de la definieiön 11 nece- 


sitamos reemplazar (1) por la expresiön mas 
complicada: 


AX B= ie: (Iy) ye A 
&2eB&r = (y,2))). 
En el estilo de la definiciön 11, tenemos: 


Esquema de definicién 12. 


ryan] = yr)... 
Guy = (Ep «+. ta) plan). 


Es evidente que los esquemas de definición 
11 y 12 difieren de las otras definiciones in- 
troducidas antes, en que estos dos son es- 
quemas que deberían tener una formulación 
meta-matemática. Por ejemplo, la definición 
12 podría darse en la forma siguiente: 


Si (i) vu. ++ Yn, w son variables diferen- 
tes cualesquiera, (ii) T(V}, . . . Wn) es cual- 
quier término en el cual no aparecen 
variables ligadas y aparecen libres exac- 
tamente Yi... Ya, y (ili) w no aparece 
en la fórmula ¢, entonces es válida la 
identidad 


wie) = fw: vi)... (Eva) (w 
= rv) +++ vn) Ep). 


Las clausulas (i) a (iii) aclaran las restriccio- 
nes impuestas a la definición 12. Realmente 
no es necesario exigir que 7 no tenga varia- 
bles ligadas y en algunos contextos ello po- 
dría ser inconveniente, aunque no se presen- 
tan tales casos en este libro. Cuando se use 
la definición 11 o la 12, nos referiremos a 
ellas usualmente, diciendo definición por abs- 
tracción, en lugar de usar los números que 
les están asignados. Cerramos esta sección 
con un esquema teoremático que expresa la 
importante idea de que las propiedades equi- 
valentes son extensionalmente idénticas. La 
demostración se deja como ejercicio. 


CA 


Esquema teoremático 54. (Wa) (olz) 
Sun) > tried} = te: ¥@)}. 
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EJERCICIOS 


1. Para efectos de completa claridad, el esquema de 
definición 11 debería estar precedido por el siguiente teo- 
Tema: 

(EWICW 2) (Ey > plz) € y is a set) V (y 
= 0&-(AB)(Wz)@EB > FE). 

2. ¿Por qué en el teorema 47 no se puede reemplazar 
el signo de implicación por uno de equivalencia, «>? 

3. Demostrar el teorema 50. 

4. Dar una demostración detallada del teorema 51. 

5. Demostrar los teoremas $2 y 53. 

6. Definir por abstracción el conjunto no ordenado de 
dos elementos. 

7. Demostrar el teorema 54. 

8. Dar un contra-ejemplo del siguiente: 


(Volele) > Ve) > Iren} E fz: 79). 

9. Los teoremas 49 y 50 sugieren el siguiente principio: 

(V2) (2) > -¥@)) > (r:p(2)) = te: Via). 
Si es verdadero, demostrarlo; si no, dar un contra-ejem- 
plo. 

$ 2.6 Axioma de suma y familias de con- 
juntos. El axioma de suma, que es la base de 
esta sección, postula la existencia de la unión 
de una familia de conjuntos.* Para ilustrar 
la notación, sea 


i 


A = {{1,2}, {2,3}, {4}, Jane Austen}. 
Entonces, 
UA = {1,2,3,4}. 


Aqui, A es una familia de conjuntos, junto 
con un individuo. La unión o suma de A (en 
símbolos U A) es el conjunto de todas las 
cosas que pertenecen a algún elemento de A. 
Nótese que cualquier individuo contenido en 
A está fuera de U A. Para determinar U A 
necesitamos considerar solamente aquellos 
elementos de A que son conjuntos no vacios. 

La definición formal usa la notación de 
abstracción introducida en la sección prece- 
dente. 


Definición 13. UA = (2: (IB € B 
«BE 4)). 
Sabemos, por las características de la defini- 
*La palabra ‘familia’ es un sinónimo común para ‘con- 


junto’; las expresiones familia de conjuntos y conjunto de 
conjuntos se usan indistintamente. 
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ciön por abstracciön, que si el conjunto 
apropiado de elementos no existe, entonces 
U A es simplemente el conjunto vacio. Sin 
embargo, para cualquier trabajo serio con la 
union de una familia de conjuntos, necesita- 
mos la existencia de un conjunto intuitiva- 
mente apropiado. Para este fin introducimos 
el axioma de suma: 


(AC)(W2)(2e Co (ABE B & Be A)). 


Tenemos, de una vez, como una consecuen- 
cia del axioma y de la definición de U 4, el 
teorema deseado: 


Teorema 55. € VA => 
(AB)\@eB& Be A). 


Las propiedades elementales mds obvias 
de la operación U se establecen en los si- 
guientes teoremas. Algunas de las demostra- 
ciones se dejan como ejercicios. 


Teorema 56. UO = 0. 
Demostraciön. Por el teorema |, 
—(AB\(B E 0). 
Por consiguiente, por el teorema 55, para 
todo x, 
ag Uo. 
Teorema 57. U{0} =0. 
Demostración. Si B € {0}, entonces 
B=0 


Q.E.D. 


y entonces 
E B. 


En consecuencia, por el teorema 55, para 
todo x, 
zg U {0}. Q.E.D. 
Si se hubiera postulado que no hubiese 
individuos, esto es, que todo objeto es un 
conjunto, podriamos demostrar que,si UA 
= 0, entonces, o bien A = 0, o bien A = {0}. 
Asi, las sumas de muchos conjuntos diferen- 
tes pueden ser vacías; en verdad, la suma de 
cualquier conjunto cuyos elementos son úni- 
camente individuos y el conjunto vacío. 
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Teorema 58. U(A] = A. 
Teorema 59. U{A,B} = AUB. 


Demostración. En virtud de la propiedad 
fundamental de duplas no ordenadas, si C € 
14, B}, entonces 


C=AVC=B. 
Por el teorema 55, 
(1) zc U(4B] ozxcAavicB, 
y la inferencia deseada es obvia, a partir 
de (1). Q.E.D. 
Teorema 60. U (AUB) = (UA) U (UB). 
Demostración. 
re V(AUB) e (INE CG CE AUB), 
Por el teorema 55 
o (AC\(@teC&CEA)V (rECK£CE B)), 
Por el teorema 20 y la lógica 
proposicional. 
o BO0(1ECK£Ce 4) V (AO) EC & CERB), 
Por la lógica cuantificacional * 
ere VAVIceUB 
por el teorema 55 
ere UAU UB 
por el teorema 20 
Q.E.D. 
Teorema 61. ACB — UAC UB. 


Demostración. 


rE VA (AC) @EC&CEA) 
por el teorema 55, 


—(A0)(2@eC&Ce B) 
por la hipötesis del teorema, 
por el teorema 55, 
Q.E.D. 
Teorema 62. AEB —>ACUB. 


>r UB 


*Claramente, de (3v) (P V Q) podemos inferir (av)P 
V (310, y recíprocamente, 
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Teorema 63. (WA)(AC B > ACC) > 


UBCC. 
Teorema 64. (YAXA E€ BANC =0) 
— (UB) NC =0. 
Teorema 65. U(z,y) = {x,y}. 
Demostración. 


U@y = Utz}, feyh 
por definicién de parejas ordenadas 


= {z} U tay} 
por el teorema 59, 


= {x,y} Q.E.D. 
Teorema 66. UU(4,B) = AUB. 

Nos referimos ahora a la definieiön y pro- 
piedades de la intersección de una familia de 
conjuntos. El contenido intuitivo de esta no- 
ción debe ser claro, a partir de las discusio- 
nes de la unión. Si, como antes, 


A = {{1,2}, (2,3), (4), Jane Austen}, 
entonces 


nA =0, 


puesto que no hay ningún número común a 
todos los conjuntos que son elementos de A. 
Como un segundo ejemplo, si 


B = {{1,2}, 12811, 


entonces 
NB = {1,2} n {2,3} = {2}. 


Los desarrollos formales que siguen requie- 
ren un pequefio comentario. 


Definición 14. NA = {2:(WB)(BCA 
— xe B)}. 


No hay ningün teorema relacionado con la 
definicién 14 de la misma manera que el 
teorema 55 lo esta con la definiciön 13, 0 
sea que no podemos demostrar: 

(D) #EeNAo(WB)\(Be Axe B), 
y la razón es obvia. Si 4 no tiene conjuntos 
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como elementos, entonces el miembro de la 
derecha de (1) es siempre verdadero y todo 
x debe ser un elemento de NA. Pero no 
hay conjunto alguno que tenga toda entidad 
x como elemento, hecho que se establece 
por el teorema 41. Lo que estamos en capa- 
cidad de demostrar es el resultado más res- 
tringido: 
Teorema 67. ze NAS (VWBNIBEA 

—> z € B) & (IBNB € A). 


Demostración. [Necesidad]. Por hipótesis, 
ze MA. Por consiguiente, NA 0. Asi que, 
en virtud de ła definición 14 y de las propie- 
dades generales de la definición por abstrac- 
ción, inferimos que 

d)  2rENAS(VBNBEA=0EB). 
Hagamos ahora la suposición de que 

(2) -(AB)(B € A). 

Entonces es verdadero vaciamente que 


(vB(BEA-zEB), 
de lo cual podemos inferir 
(3) (vB\BEA>zeBor=t. 


Las equivalencias (1) y (3) permiten decir 
que, para todo x, 


2reNAou=a, 
en consecuencia, por el teorema 54, 
fe:ze NA} = {2:2 = 2}, 


pero en virtud del teorema 48, el miembro de 
la izquierda es MA y por el teorema 50, el 
miembro de la derecha es el conjunto vacío; 
de modo que inferimos, 


NA=0 


lo que contradice la hipótesis según la cual 
z € NA y demuestra que nuestra suposi- 
ción (2) es falsa. 

[Suficiencia]. Por hipótesis, existe un con- 
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junto, digamos B *, que es un elemento de A. 
Entonces, podemos aplicar el esquema axio- 
mático de separación para obtener: 


4) (aC)}Va)@e Core BE (WB) 
(BE A> rE B)). 


Y por el hecho de que z € B * se sigue de 
B* € A,y la otra parte de nuestra hipótesis, 
a saber, que 


(VBABE A € B), 


inferimos de (4) que 


(5) (ICX Vz) E Co (wBNBEA 
— ae B)). 


Que z € NA se sigue de (5), la definición 
de NA y las condiciones de definición de 
las definiciones por abstracción. Q.E.D. 

En esta demostración se ha usado una no- 
tación entre paréntesis rectangulares, que 
conviene frecuentemente, para demostrar 
una equivalencia. Consideramos la fórmula 
que es el miembro de la derecha de la equi- 
valencia que establece una condición nece- 
saria y suficiente para que valga la fórmula 
que está a la izquierda. Así, si queremos 
demostrar un teorema de la forma PQ, 
establecemos que Q es una condición nece- 
saria para P suponiendo P y deduciendo 
O. Establecemos que Q es una condición 
suficiente para P deduciendo P a partir 
de Q. 

El orden de desarrollo de esta sección es 
algo falaz. La demostración del teorema 67 
no depende del axioma de suma y la teoría 
elemental de la operación N podría haber 
precedido a la consideración de este axioma. 


Teorema 68. NO = 0. 


Demostración. Supongamos que no = 0. 
Entonces, existe un x en NO; por el teore- 
ma 67 existe un conjunto B € 0, lo que es 
absurdo. Q.E.D. 

Es importante observar que en la teoria 
de conjuntos de von Neumann, la cual ad- 
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mite conjuntos que no son elementos de nin- 
gún otro conjunto, o sea, clases propias, el 
símbolo de operación ‘NM’ se define de tal 
manera que el teorema 68 es falso. En efec- 
to, el teorema es, 
0) No = Y, 

donde Y es el universo, esto es, la clase pro- 
pia que tiene como elementos todas las cosas 
que son elementos de algo. La diferencia ra- 
dical entre (1) y el teorema 68 hace resaltar 
el carácter ligeramente artificial de cualquier 
forma de teoría axiomática de conjuntos. 
Intuitivamente, (1) puede parecer preferible 
al teorema 68, pero (1) conlleva la admisión 
de clases propias, lo cual aparece más bien 
grotesco desde el punto de vista de la teoría 
de conjuntos intuitiva e informal. 


Teorema 69. {0} =0. 
Demostración. Supongamos que hay un 
elemento x en M(0). Entonces, en virtud de 
la definición 14,x € 0, lo que es absurdo. 
Q.E.D. 
Los cuatro teoremas siguientes, lo mismo 
que los dos anteriores, se refieren a la inter- 
sección de familias de conjuntos, extrema- 
damente simples. Dos de las demostraciones 
se omiten. 
Teorema 70. 
Demostración. Si 


enxíaj, 


entonces, ya que A € {A}, por la definición 
14, 


N{A} =A. 


ZE A. 
Por otra parte, si z € A, entonces, ya que pa- 
ra todo B en{ A}, B = A, por el teorema 67, 
ze nía) Q.E.D. 
Teorema 71. N {A,B} = ANB. 
Teorema 72, Míx,y) = {x}. 
Teorema 73. NN(A,B) = A. 


Demostración. En virtud del teorema 72, 


N(A,B) = {A}, 
y en virtud del teorema 70, 
NA} =A. Q.E.D. 
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En seguida están cinco implicaciones gene- 
rales relativas a intersecciones de familias de 
conjuntos. 


Teorema 74. ACB € (AC)(C € A) 
> NBENA. 


Demostraciön. Sea x un elemento arbitra- 
rio de MB. Entonces, para todo € € B, de- 
bemos tener: 


ae, 


pero la hipotesis del teorema nos asegura 
que si C € A,entonces C € B. Por consiguien- 
te, para todo C € A, debemos tener: z€ C; 
así, ve NA, el resultado pedido. Q.E.D. 


La explicación rigurosa de por qué se requie- 
re la condición (4C)(C € A) en la hipótesis 
del teorema 74, se deja como ejercicio. 
Teorema 75. A€ B> NABEA. 
Teorema 76. A € B & ACC NBC. 
Teorema 77. AC B&ANC =0— 
(NB)NC =0. 


Teorema 78. (AC)(C € A) & (IDDE 
B)> N(AUB) = 
(ña) n (NB). 


Demostración. 


ze N(AUB) |e (WCCE AUB—=2xEC) 
Por el teorema 67 y la 
hipótesis del teorema 


e (VONCEAVCEBIIEO). 
Por el teorema 20 


S(WOlCEeA ree 0) (CEB=>xE 0) 


Por la lógica proposicional 


> (YOC E A — z€ C) & (Y0) 
(CEB1E€C). 


Por la lógica cuantificacional * 


* Claramente, a partir de (Wv)(P € Q) podemos infe- 
rir (yvP & (yvQ, y reciprocamente. 
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erecNA&«e NB Por el teorema 67 y la 
hipótesis del teorema 


> zEe (NA) N(NB) Por el teorema 12. 


La formulación rigurosa del teorema 78 es 
sensible a la forma en que la teoria axiomá- 
tica de conjuntos sea usada. Si se admiten 
clases propias y NO = V, entonces el teore- 
ma se formula incondicionalmente: 


N(4UuB) = (NA) n (NB). 


Si el esquema usado es la teoría de conjuntos 
de Zermelo, sin individuos, entonces la for- 
mulación es simplemente, 
(1) 4-06B0>NM(4UB) = 
(NA) n (NB). 


La teoria de conjuntos de Zermelo con indi- 
viduos requiere la formulación dada en el 
teorema. La inexactitud de (1), para nuestro 
esquema de desarrollo, se ve tomando 


A= {Euler} #0 
B = {{Euler}} = 0. 


ñ 
Entonces, 


na=0 


y por consiguiente, 
(NA) n(NB) =0, 
pero 
N(AuB) = [Euler] 0. 


El siguiente grupo de teoremas incluye 
tanto unión como intersección de una fami- 
lia de conjuntos. 


Teorema 79. NA C UA. 


Demostración. Si z€ NA, entonces, por 
el teorema 67, 
(1) (WB)(B € A — x€ B) € (AB)(BE A). 


Se sigue de (1) que 
(3B)(Be A&ze B), 


por consiguiente, por el teorema 55, Te UA. 
Q.E.D. 
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Teorema 80. UN (4,B) = A. 
Teorema 81. NU (4,B) = ANB. 


En muchos contextos matemáticos, en 
lugar de UA y MA se usa a menudo la no- 
tación, 


0) yee 
y 
(2) ¿nea 


En realidad es conveniente una notación más 
flexible que (1) y (2), en los capítulos finales 
para el desarrollo de la teoría de números 
ordinales. Al introducir en este momento el 
esquema de definición apropiado, usamos la 
expresión ‘r(x) para un esquema de térmi- 
nos del mismo modo que hemos usado “p(x)” 
para un esquema de fórmulas. 


Esquema de definición 15. 
@ U 7) = Uly: (y = ra) & ee A) 


OA r(x) = N fy: ANY = rz) & ee Mi. 
2A 
Así, si A=11,2,3] y r(c)={x} U {4}, entonces 


U (2) = Ul {14}, (2,4), 13,41} 
2A 


{1,2,3,4} 


N r(x) = {4}. 
zEA 
Se usan frecuentemente otras notaciones 
diferentes de las anteriores para unión e in- 
terseccién de familias de conjuntos, pero no 
se presentarán formalmente. Por ejemplo, 


Ua = U fr: ¢(zx)}. 
e(z) 


Desde el punto de vista lógico hay una 
gran diferencia entre las definiciones 13 y 
14, por una parte y la definición 15, por la 
otra. Las dos primeras introducen símbolos 
de operación, mientras que la definición 15 
introduce un operador que proporciona una 
nueva manera de ligar variables y bajo este 


CAP. 2 


respecto puede agruparse con las definicio- 
nes 11 y 12. 

Formulamos, sin demostración, algunos 
teoremas relativos a las nociones introduci- 
das por la definición 15. Nótese que estos 
teoremas, como el teorema 78, establecen 
leyes distributivas generales e importantes, 
En los ejercicios se dan algunos resultados 
adicionales. 


Teorema 82. Ux= UA. 
ICA 

Teorema 83. Nx= NA. 
IA 


Teorema 84. A nNUB=U(A NO). 
CEB 


(IDDEB)>AUNB= 


N (4u0). 
CER 


Finalmente, concluimos esta sección de- 
mostrando que el axioma de unión es redun- 
dante. Ya que este teorema no es relativo a 
conjuntos sino a nuestros axiomas particula- 
res de la teoría de conjuntos, lo señalamos 
como un meta-teorema, o sea, un teorema 
meta-matemático. 


Teorema 85. 


Meta-teorema 1. El axioma de unión es 
deducible del axioma de extensionalidad, 
el axioma de apareamiento y el axioma 
de suma. 

Demostración. Dados dos conjuntos cua- 
lesquiera, A y B, por el axioma de aparea- 
miento tenemos el conjunto 

{A,B}. 
Ahora z€ U{A,B} 
> (3D)\(De [4,BJ£ 2€ D) 
por el teorema 55 
>(3D)(D=AVD=B)&ıeD) 
por el teorema 43 
xc AVzrEB por la lógica cuantificacional. 


A partir de las equivalencias anteriores, es 
sólo cuestión de lógica cuantificacional de- 
ducir que 5 
AOV EC ore AV ce B), 
que es precisamente el axioma de unión. 
Q.E.D. 
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En relaciön con la demostraciön anterior, 
es fäcil constatar que los teoremas 43 y 55 
dependen de no mäs de los tres axiomas 
mencionados. La identificaciön precisa de 
los puntos en los cuales se requiere el axio- 
ma de extensionalidad se deja como ejerci- 
cio. 


EJERCICIOS 
1. Dado que A = {{1,2}, (20), {131}, 
hallar UA, NA, NUA. 


2. Dado que 4 = (4{1,2}, {13}, HLO, 
hallar UA, NA, UVA, NANA, UNA, AUA. 


3. Determinar un conjunto específico A que sirva co- 
mo contra-ejemplo a la aserción general 


NA=0>A=0V A= (0). 


4. Determinar conjuntos específicos A y B que sirvan 
como contra-ejemplo a la aserción general 


Na NNB=N(AnB). 


5. Dar una definición de UA por medio de una equi- 
valencia, sin usar la notación de abstracción. 

6. En el documento original de Zermelo [1908] él de- 
finió if? de tal manera que si 4 tiene un individuo como 
uno de sus elementos, A = 0. Formular de nuevo la 
definición 14, para estar de acuerdo con la de Zermelo y 
demostrar, por medio de contra-ejemplos, cuáles de los 
teoremas de esta sección no son válidos cuando se usa 
esta definición revisada. 

7. Demostrar el teorema 58, 

8. Demostrar los teoremas 62, 63 y 64. 

9. Demostrar el teorema 66. 

10. Demostrar los teoremas 71 y 72. 

11. Con respecto a la parte existencial de la hipótesis 
del teorema 74, demostrar, por medio de un ejemplo, que 
siesa parte se omite, el enunciado resultante no es un 
teorema. 

12 Demostrar los teoremas 75, 76 y 77. 

13. Demostrar los teoremas 80 y 81. 

14. Demostrar que 


0EA=>NA=0. 
15 Demostrar que 
(VO(CEA=>(IDADEB € CE D>UATZUB, 
16. Demostrar los teoremas 82 y 83. 


17. Demostrar los teoremas 84 y 85. 
18. Demostrar que N (e} —B) = N {el ~B. 
2A ZEA 
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19. Explicar en cuáles puntos de la demostración del 
meta-teorema | se requiere el axioma de extensionalidad. 


$ 2.7 Axioma del conjunto potencia. En 
esta sección tratamos de la noción del con- 
junto de todos los subconjuntos de un con- 
junto dado. Este conjunto se llama conjunto 
potencia del conjunto dado. El nombre “con- 
junto potencia” tiene su origen en el hecho 
de que si un conjunto A tiene n elementos, 
entonces su conjunto potencia (en símbolos: 
EA) tiene 2”elementos. 
Para ilustrar esta nociön, si 


A = {1,2}, 
entonces 
GA = (0, {1}, 12), A}. 


Debe ser intuitivamente claro que, como en 
este ejemplo, el conjunto vacio es un elemen- 
to del conjunto potencia de cualquier con- 
junto; aún más, cualquier conjunto es un 
elemento de su propio 'conjunto potencia. 
La definición formal apropiada, es obvia. 


Definición 16. PA = {B: BC A}. 


Esta definicion es libre de axioma en el mis- 
mo sentido que lo son las definiciones 13 y 
14, pero para demostrar el teorema requeri- 
do que concierne a @A, se necesita el axio- 
ma del conjunto potencia que garantice la 
existencia del conjunto intuitivamente apro- 
piado: 
(AB)(WC)(CEBeCCA). 


Es importante notar que podriamos haber 
tomado la formulación más débil (3B)(WC) 
(CEA — C €BY y luego haber usado el 
esquema axiomático de separación para ob- 
tener el presente axioma. Podemos demos- 
trar inmediatamente, 


Teorema 86. B€ PASBCA. 
Demostración. Usar la definición 16, el 


axioma del conjunto potencia y las propie- 
dades de la definición por abstracción. 
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Teorema 87. Ac OA. 
Demostración. Por el teorema 5, 
ACA, 
por consiguiente, por el teorema 86, obtene- 
mos el resultado pedido. Q.E.D. 
Teorema 88. 0€ GA. 
Teorema 89. 00 = {0}. 
Demostración. Puesto que 00, 
DE 60. 
Además, si A€ 60, entonces, por el teore- 
ma 86, 
AGO, 


pero, por el teorema 4, 


A=0. QED. 


Teorema 90. @@0 = {0, {0}}. 


Hay sölo cuatro teoremas adicionales re- 
lacionados con conjuntos potencia, que que- 
remos formular en esta secciön. 

Teorema 91. A E BooeAC€ EB. 
Demostración. [Necesidad] Si C € PA en- 
tonces, por el teorema 86, 
CCA, 

por nuestra hipótesis, 
CCB, 

en virtud, de nuevo, del teorema 86, 
Ce OB. 

[Suficiencia]. Por el teorema 87, A € PA, 
y por nuestra hipótesis de que QA C PB, 

Ac OB, 


pero, por el teorema 86, ACB. QED. 


Teorema 92. (PA) U (PB) C P(AUB). 

Demostración. 

CE (64) U (OB) OCE CAV CE OB 
eCOAVCCB 
>CSAUB 
>C € PA U B).Q.E.D. 


Debe ser obvia la justificación de los pasos 
de esta demostración. 
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Teorema 93. @{AnB) = (EA) N(B). 
Teorema 94. P(A ~ B) © ({@A) ~ 
(@B)) u {0}. 
EJERCICIOS 


1° Hallar: @ { Arquímedes }, 
EP ( Arquímedes), 
® (£ Arquímedes, Newton ),0). 


2. Hallar 
PPD. 
3. Demostrar los teoremas 88 y 90. 
4. Demostrar el teorema 93. 
5. Demostrar el teorema 94, 


a 


Dar contra-ejemplos para mostrar que no siem- 
pre es el caso de que 


(a) (CA) U (PB) = C(A UB) 
b) CAB) = (PA) (PB). 


$ 2.8 Producto cartesiano entre conjuntos. 
El producto cartesiano entre dos conjuntos 
A y B (en símbolos, A x B) es el conjunto 
de todas las parejas ordenadas (x, y) tales 
que zc A y ycB. Por ejemplo, si 

A =(1,2) 
B = (Arquímedes, Eudoxio}, 
entonces 
A Xx B ={(1, Arquímedes), (1, Eudoxio), 
(2, Arquímedes), (2, Eudoxio)}. 
Formalmente, tenemos: 
Definición 17. AX B = Kry): 18€ A 
&yeB). 

Para demostrar los teoremas acostumbrados 
acerca de productos cartesianos, debemos 
demostrar que existe el conjunto intuitiva- 
mente apropiado, La demostración de este 
hecho depende, de un modo esencial, del 
axioma del conjunto potencia. La idea deci- 
siva de la demostración es la de que si 


2 = (y,2), 
YEA y 2CB, 
entonces 


zE EEA UB). 
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Teorema 95. (AC)(Wx)(z €C (Ay) (3) 
YCAEZE B kz = (y,2)). 


Demostración. En virtud del esquema axio- 
mático de separación, 

d) GOW GE COLE POA U B)& 

EY E A & ze Bda = (9,2). 

Puesto que el teorema es precisamente (1) 
sin ZE @P(A U BY, nuestra tarea es demos- 
trar que la equivalencia dada en (1) vale aun 
cuando esta cláusula se elimine. Dado (1) se 
sigue de una vez que 


(2) ec 
implica 

O ENEE A&E B&z = (um). 
Para establecer la implicacién reciproca es 
suficiente demostrar que (3) implica 

(4) ZE PP(A u B), 
ya que,en virtud de (1), es obvio que (3) im- 
plica (2). 

De este modo, necesitamos sólo demostrar 
que (3) implica (4). Ahora, por (3) y la defi- 
nición de parejas ordenadas, 


z= ty}, luz), 
y ya que por hipótesis y C Ay 2€B, te- 


nemos: 
ly) TAUB, 


y 
[yz SA UB, 


en consecuencia, por el teorema 86, 
fy} € CA U B) 


y 
fy, 2) € C(A U B). 
Asi que 
{ty}, ty,z}} © O(A U B), 
o sea, 


zG CA UB), 
pero, en virtud, de nuevo, del teorema 86, 
tenemos: 
rE COPA UB), 
que es lo que queríamos demostrar. Q.E.D. 
Tenemos entonces, de manera casi inme- 
diata, los dos útiles teoremas siguientes. 
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Teorema 96. zE A X Be (Iy)(A)(y 


CA&ZEC BEL = (ya). 


Teorema 97. zycAXBozcA 


&yecB. 


Ahora nos referimos a ciertos teoremas 
cuyo contenido intuitivo es obvio. Varias de 
las demostraciones se han omitido y dejado 
como ejercicios. 

Teorema 98, 
AxXB=0oA=0VB=0. 

Demostración. [Necesidad]. Usamos un 
argumento indirecto. Por hipótesis, A x B 
= 0. Supongamos ahora que 

AEIR BOD. 
Entonces, por el teorema 2, 
Gye A) € Bal € B), 
y por el teorema 96, 
(y;)€ AX B, 


to que contradice la hipótesis y demuestra 
que nuestra suposición es falsa. 
[Suficiencia]. A partir de la condición de 
que A =00 B = 0 y del teorema 2, infe- 
rimos 
M -~(yiwe 4) v Bd ce B), 
y se sigue de (1) que 


(By) (eyo A & z€ B & z = (y), 


y porel teorema 96, para todo x, 
zgAXB. 


Por consiguiente, por el teorema 2, 
AXB=0, 
Teorema 99, 

AX B=B x Ae(A=0VB =0VA = B). 

Demostraciön. [Necesidad]. Supongamos 
que A #0, Be Oy A %B, esto es, su- 
pongamos que la condición no vale. Puesto 
que A = B, existe un x tal que, o bien x € 
A&x g Bobien rg Aégzxe B. Para pre- 
cisar, supongamos que vale la primera alter- 
nativa; sea y un elemento de B (existen tales 


Q.E.D. 
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elementos, ya que B 0), Entonces, por el 
teorema 97, 

(EA XB, 
partiendo de la hipótesis de que Ax B= 
B x A, tenemos 

(y) EBXA, 
pero en virtud del teorema 97, de nuevo, 

xe B, 

lo que contradice nuestra suposición de que 
xa B. 

[Suficiencia]. Podemos usar el teorema 98 
para combinar dos de las tres posibilidades; 
a saber, de A =0VB = O inferimos que 

AXB=0=BXA. 
Supongamos ahora la tercera posibilidad: 
A = B. Entonces, puesto que es una verdad 
lógica que 

AXAZAXA 


tenemos, de una vez, que 


AXB=BXA. Q.E.D. 
Teorema 100, 4,4046 4 XBEAX 
Co BCEC. 


Demostración. Si B = 0, la demostración 
es trivial, de modo que suponemos B 40. 
Ya que por hipótesis A # 0, sea 

TEAGyEB. 
Entonces, por el teorema 97, 
(ey) E A XB, 
además, por hipótesis, 
(y EA XC. 
Por consiguiente, usando de nuevo el teore- 
ma 97, 

0) yee. 

Puesto que y es un elemento arbitrario de 
B, (1) establece que B CC. Q.E.D. 

La demostración del siguiente teorema se 
deja como ejercicio. 

Teorema 101. BECTAXBE 
AXC. 


Los tres teoremas siguientes establecen 
tres leyes distributivas para la operación de 
formar el producto cartesiano entre dos con- 
juntos. Sólo el primero se demuestra aquí, 
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Teorema 102. A x (B NC) =(A X B) 
n(A xC). 
Demostración. (zy) € A X (B NC) 
ere AGyoeBne 
por el teorema 97 
zcA&yceB&ycl 
por el teorema 12 
ozcAkyCcBhkrcAkyel 


por lögica 
proposicional 


ay)cAxB&aW)ECcAXC 
por el teorema 97 
> (aye (A X B) n(4 x C) 


por el teorema 12 


Q.ED. 
Teorema 103. AX(BUC)=(4 X 
B) U (4 X 0). 
Teorema 104. A X (B ~C) = (AX 
B) ~ (A x0) 
EJERCICIOS 


1. Demostrar los teoremas 96 y 97. 

2. Demostrar el teorema 101. 

3. Demostrar los teoremas 103 y 104. 

4. Dar un contra-ejemplo simple para mostrar que, 
en general, no es el caso de que 


AU(BXC) = (A X B)U(A XC). 


5. ¿Es asociativa la operación producto cartesiano? Si 
lo es, demostrarlo. Si no, dar un contra-ejemplo. 
6. Demostrar que 


AxMB= N (1x0). 
CEB 


§2.9 Axioma de regularidad. Es dificil pen- 
sar en un conjunto que pueda considerarse 
razonablemente como elemento de si mismo. 
Ciertamente, el conjunto de todos los hom- 
bres, por ejemplo, no es un hombre y por 
consiguiente no es un elemento de si mismo. 
Quizás podría argüirse que, en teoría de con- 
juntos intuitiva, e! conjunto de todos los ob- 
jetos abstractos o el conjunto de todos los 
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conjuntos deberian dar un ejemplo de un 
conjunto que sea elemento de si mismo, pero, 
como vimos en el capitulo primero, el con- 
junto de todos los conjuntos es en si mismo 
un objeto paraddjico. 

Estas observaciones sugieren que tomemos 
como axioma 

(1) AA. 
Sin embargo, la adopción de (1) no prohibi- 
ría la situación no intuitiva de que hubiese 
conjuntos distintos 4 y B tales que 


Q) AGCB&BEA. 


(Si usted no cree que (2) no es intuitivo, tra- 
te de dar un ejemplo simple de conjuntos 4 
y B que satisfagan (2) ). Más aún, si toma- 
mos (2) como axioma, se admitirian ciclos 
más largos de pertenencia no intuitivos, 
como la existencia de conjuntos distintos A, 
By C tales que 
(3) ACB&BECECEA. 

Evitamos tales ciclos de cualquier longitud n, 
adoptando un axioma que es (bajo la hipó- 
tesis de nuestros otros axiomas, incluido el 
de escogencia) equivalente al de la no exis- 
tencia de sucesiones descendentes infinitas 
de conjuntos (i.e., A:+ı € As). La forma del 
axioma que adoptamos, el axioma de regu- 
laridad, se debe a Zermelo [1930], si bien 
von Neumann ya había dado [1929, p. 231] 
un axioma esencialmente equivalente pero 
más complicado.* 


A 0> (indir e A4(WN (y Er —y € A). 


Este axioma fue llamado por Zermelo el 
Axiom der fundierung. Intuitivamente expre- 
sa que.dado un conjunto no vacío A, existe 
un elemento x de A tal que la intersección 
entre A y x es vacía. La parte ‘(Wy) (yeu 
> y € 4)’ que expresa que la intersección 
entre A y x es vacía no se ha reemplazado 


* La idea esencial fue formulada antes aun por von 
Neumann [1925, p. 239] y antes de éste, por Mirimanoff 
[1917]. 
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por la fórmula de aspecto mas simple ‘A Nx 
= (Y debido a la definición condicional de 
intersección; porque si x es un individuo, la 
definición no asigna significado intuitivo a la 
intersección de x con cualquier otro objeto. 
Cuando es claro que x debe ser un conjunto, 
usamos la fórmula más simple en las demos- 
traciones, 

Ahora usamos el axioma de regularidad 
para demostrar (1) y la negación de (2) como 
teoremas. 


Teorema 105. A ZA. 


Demostración. Supongamos que 4 es un 
conjunto tal que 4 € A. Puesto que A € 
{A}, entonces tenemos, 

(1) Ae {AJNA. 


En virtud del axioma de regularidad, hay 
algun x en {A} tal que 


{Ajnz=90, 
pero ya que ( 4) es un conjunto unitario, 
x=Á, 
por tanto, 
{A} a A= 0, 


lo que contradice (1). Q.E.D. 
Teorema 106. -(A € B&B € A). 


Demostración. Supongamos que A € B & 
B € A. Entonces, 


(D Ae {A,B} nByBe {A,B} NA. 
Por el axioma de regularidad hay un x en 
(4, By tal que {A,B} Nx =0 y por el teo- 
rema 43, 

x=Aox=B. 


Por consiguiente, 
{AB} nA=0 o {4,B] NB =0, 


lo que contradice (1). Q.E.D. 

La demostración del teorema 106 se des- 
arrolló exactamente como la del teorema pre- 
cedente. En forma análoga se desarrolla la 
demostración de la imposibilidad de un ciclo 
de tres o más conjuntos. 

Como ejemplo del tipo de teorema para 
el cual el axioma de regularidad es esencial, 
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podemos demostrar uno acerca de productos 
cartesianos, que puede parecer obvio intuiti- 
vamente, pero que no se puede demostrar 
solamente con base en los axiomas introdu- 
cidos al comienzo. 


Teorema 107. AC AX A~A=O. 


Demostraciön. Ya que por hipötesis A es 
un subconjunto de A x A, a partir de la de- 
finición de producto cartesiano sabemos que 
si z € A, entonces hay elementos x y y ta- 
les que 


(1) z = (ay) = (fat, faut) 


y 

(2) TCA &YEA. 
Supongamos, en contra de la tesis del teore- 
ma, que A #0. Apliquemos el axioma de 
regularidad a AUUA; por tanto, hay un 


conjunto no vacío C tal que 
CEAUUA 


X 

(3) Cn(Au UA) =0. 
De (1) se sigue que C debe ser un conjunto 
no vacio y no el conjunto vacío o un indivi- 
duo; tanto los elementos de A como de UA 
deben ser conjuntos no vacios. Supongamos 
ahora que C € A. Entonces, por el teorema 
62, C C U A yya que C no es vacío de- 
bemos tener, 

Cc nVUA #9, 
lo que contradice (3). Asi que C debe estar 
en U A; pero con base en (1), existen elemen- 
tos en x y y tales que 
C=14x) VC = {x,y} 


y con base en (2), x, y € A; por tanto, en 
cualquier caso, 
cnAx=0, 
lo que tambien contradice (3) y demuestra 
que es falsa nuestra suposición de que A #0. 
QED. 


Aun cuando el axioma de regularidad tie- 
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ne muchas consecuencias naturales e impone, 
como Zermelo puntualizó en su documento 
de 1930, una condición que se cumplirá en 
todas las aplicaciones prácticas, es posible 
construir sistemas de teoría de conjuntos que 
contradigan este axioma. Dos ejemplos son, 
el sistema de ontología de Lesniewski (para 
una buena información, véase Slupecki 


[1955]) y el sistema de Quine [1940]. 


EJERCICIOS 

1. Demostrar que para conjuntos cualesquiera, 4,B. 

C, es falso que 
ACBEBECECEA. 

2. Demostrar que si A = A x B entonces A = 0. 

3. Demostrar que si A x B + 0 entonces existe un 
Cen A x B tal que (UC) N (A x B) = 0. 

4. Demostrar un anälogo del teorema 46, usando la 
siguiente definición de parejas ordenadas: 


(ay) = to lay). 


$ 2.10 Resumen de Axiomas. Para referen- 
cia posterior, resumimos aqui los seis axio- 
mas no redundantes presentados en este ca- 
pítulo. Se ha omitido el axioma de unión 
porque se demostró en $ 2.6 que tal axioma 
se sigue del axioma de extensionalidad, el 
axioma de apareamiento y el axioma de su- 
ma. Estos seis axiomas son suficientes para 
todos los desarrollos del capítulo 3, que trata 
de relaciones y funciones. 


Axioma de extensionalidad 
(WEA OTEBOA =B. 
Esquema axiomático de separación 
(AB)\(Wa)a@Ee Bore A & pla). 
Axioma de apareamiento 
(BAWIE A z = rV z= y). 
Axioma de suma 
(O WE Co (IB) € B & B € A). 
Axioma de conjunto potencia 
(AB)(WC)(CE BoC CA). 
Axioma de regularidad 
A#0> (Axe AG (VyY(yE z y E A). 


Capitulo 3 


Relaciones y Funciones 


$ 3.1 Operaciones entre relaciones binarias. 
En los contextos cuotidianos hablamos fre- 
cuentemente de relaciones que se cumplen 
entre dos o entre varias cosas. Asi, podemos 
decir que Augusto estaba en la relación de 
padrastro con respecto a Tiberio, o que la 
relación de “estar entre” se cumple para tres 
puntos. Cuando nos referimos a relaciones en 
los contextos ordinarios, insistimos en que 
debe haber alguna descripción intuitiva del 
tipo de conexión existente entre los items que 
están en una relación dada. Afortunadamen- 
te, esta idea vaga de conexión se puede pasar 
por alto en los contextos formales y se puede 
definir una relación simplemente como un 
conjunto de parejas ordenadas. En este ca- 
pitulo trataremos casi exclusivamente de la 
teoría de relaciones binarias, esto es, rela- 
ciones que se cumplen entre dos cosas. Aún 
más, como veremos, la teoría de relaciones n- 
arias puede construirse dentro de la teoría 
de relaciones binarias. En consecuencia, omi- 
timos el adjetivo modificativo “binaria” en 
la definición formal. * 


Definición 1. A es una relación 
e (W2)(ee A (Ay)(Fe)(@ = ly, 2))). 


Es interesante notar que ésta es nuestra pri- 
mera definicién de un simbolo unario de re- 
lación, pues la definición 1 del capítulo 2 ca- 


* Las definiciones y los teoremas se han numerado de 
nuevo en cada capítulo. Una referencia a una definición 
o teorema, sin mención explícita del capítulo, correspon- 
de a una definición o teorema del mismo capítulo en el 
cual está la referencia. 
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racterizaba la propiedad de ser un conjunto. 
Una idea natural seria que las definiciones 
subsiguientes, que conciernen a relaciones, 
deben ser bastante condicionales en la for- 
ma, como las definiciones que siguen a la 
definición de conjuntos. Sin embargo, no es 
este el caso y casi todas las que siguen se 
aplican a conjuntos arbitrarios, no exclusiva- 
mente a aquellos conjuntos que tienen el ca- 
rácter de relaciones. 

La inclusión de relaciones n-arias en esta 
definición se puede ejemplificar consideran- 
do relaciones ternarias, o sea, relaciones 3- 
arias. Un conjunto 4 es una relación terna- 
ria, si y sólo si A es una relación y 


(VE A > (Ay) (32) (Bw) = Ly, 2), w). 


Por otra parte, nótese que no para toda re- 
lación intuitiva que aparece en teoría de con- 
juntos hay un conjunto correspondiente 
de parejas ordenadas. Por ejemplo, no hay 
conjunto alguno que corresponda a la rela- 
ción de inclusión entre conjuntos. En la teoría 
de conjuntos de von Neumann hay una clase 
propia que es la relación de inclusión entre 
conjuntos, pero no hay clase propia alguna 
que corresponda a la relación de inclusión 
entre clases propias. 

Comenzamos los desarrollos sistemáticos 
con tres teoremas simples, después de intro- 
ducir la útil notación x A y. 


Definición 2. r A y (r, EA. 


Teorema 1. 0 es una relación. 
Demostración. Es inmediata de acuerdo 
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con la definiciön de relaciones, puesto que el 
conjunto vacio no tiene elementos. 
Teorema 2. R es una relación € S ER—= 
S es una relación. 


Demostración. Sea x un elemento arbitra- 
rio de S. Entonces, por hipótesis, 
sch, 
por lo tanto, también por nuestra hipötesis, 
existen un y y un z tales que 


g = (ya) 


Entonces, de acuerdo con la definición 1, S 
es una relación. Q.E.D. 


Teorema 3. R y $ son relaciones— RNS, 
RUS y RUS son relaciones. 


El uso de las variables ‘R’ y ‘S’ en los dos 
últimos teoremas no es una innovación for- 
mal, pues todas las letras mayúsculas en bas- 
tardilla son variables de conjuntos; se en- 
tiende que son puramente sugestivas del 
hecho que estamos considerando intuitiva- 
mente los conjuntos que son relaciones, si 
bien los teoremas valen para conjuntos ar- 
bitrarios. 

Si R es una relación, entonces el dominio 
de R (en símbolos: DR) es el conjunto de 
todos los objetos x tales que, para algún », 
(æ, ye R. Así, si 

R, = 0,1, 2, 3), 

DR, = {0,2}. 
El recorrido de R (en simbolos RR ) es el 
conjunto de todos los objetos y, tales que, 
para algún x, (1, y) € R. Asi, 

QR, = {1,83}. 
El recorrido de una relación se llama también 
contra-dominio o dominio converso. El campo 
de una relación R (en símbolos, FR ) es la 
unión de su dominio y su recorrido. Por 
ejemplo, 


entonces 


GR, = {0,1,2,3}. 


En los desarrollos formales obvios, rela- 
cionados con los conceptos de dominio, re- 
corrido y campo, el Unico problema dificil es 
demostrar que existe el conjunto intuitiva- 
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mente aprepiado. Como es usual, las defini- 
ciones mismas son libres de axioma. 


Definición 3. DA = (2: (Ay)( A y). 

El siguiente teorema confirma que DA 

es el conjunto apropiado. 
Teorema 4. 1€ DA > Ayla A y). 

Demostración. En virtud del esquema 
axiomático de separación, 

(1) AB Wate Bore UUA & (Inle 

Ay)). 

Queremos establecer la equivalencia obteni- 
da de (1) omitiendo 

(2) Te UU A. 
En consecuencia, necesitamos demostrar que 
(2) está implicado por la aserción de que 
existe un y tal que 

(3) zAy. 
La siguiente cadena de implicaciones sirve 
para ese propósito. Por la definición 2 te- 
nemos, a partir de (3): 

(e, y) € A, 

por lo tanto, en virtud de la definición de 
parejas ordenadas, 


Un), ta) € A. 
Así que, por el teorema 55 del capítulo 2, 
{z} € UA, 
y en virtud del teorema 55, de nuevo, 
z€ UUA. 
Se sigue fácilmente de (1) que 
(4) GB)(V2)@ € B eo (Ii A y). 
El resto de la demostración requiere simple- 
mente una manipulación rutinaria de la de- 
finición por abstracción. Puede ser útil pre- 
sentar además los detalles. Por sustitución 


apropiada en el esquema de definición 11, 
del capítulo 2, obtenemos: 


(5) DA = (2: INEA 9) eo [votre 
DA © (3y)(z A y) V [-(4B) (Wa) 
€ B > (Aya A y) & DA = Ol]. 
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En virtud de la definición 3 obtenemos, a 
partir de (5), 
(6) (WM DA > (Iy)z A y) V 
EGB (VDE € Bo (Ey A y) 
€ DA = 0], 
además, a partir de (4) y (6), concluimos in- 
mediatamente que nuestro teorema es vá- 
lido. à Q.E.D. 
Nótese que, a pesar de la apariencia for- 
midable de (5) y (6), la inferencia del teore- 
ma, a partir de (4), (5), (6) y la definición 3, 
involucra únicamente lógica proposicional. 


Teorema 5. D(A UB) = DAUDB. 
Demostración. z€ D(AUB) 
> (y AUB y) 
por el teorema 4 
e Gy) A yv 2By) 
por el teorema 20 
del capitulo 2 
> (INEA y) Vv ENE By) 
por la lógica 
cuantificacional 


“rt DAV xe DB por el teorema 4 


2 DAUDB por el teorema 20 
del capitulo 2 


Q.E.D. 
Se enuncian, sin demostraciön, dos teoremas 
semejantes, relacionados con dominios, in- 
tersecciones y diferencias. 
Teorema 6. D(ANB) C DANDB. 
Teorema 7. DA OB C D(A ~B). 


La nociön de recorrido se puede definir en 
forma simetrica a la de dominio. 

Definición 4. RA = (y: Ir) A y). 
Puesto que los teoremas sobre la operacién 
recorrido son paralelos a los correspondien- 
tes a la operación dominio, se han omitido 
las demostraciones. Aún más, el teorema 
obvio, análogo al teorema 4,no se ha for- 
mulado. 


Teorema 8. (AUB) = RAURB. 
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Teorema 9. @(ANB) € RANAB. 
Teorema 10. QA ~ GBC A(A~B). 


La nociön de campo de un conjunto se de- 
fine como era de esperarse. 


Definición 5. FA = DAURA. 


Por el momento no demostraremos teoremas 
acerca de la operación campo $, pero más 
adelante haremos uso de ella. 

Ahora nos referimos a la importante no- 
ción de operación conversa. Como en el caso 
de las tres operaciones que acaban de intro- 
ducirse, la definición se aplica a conjuntos 
arbitrarios, no únicamente a relaciones. La 
conversa de una relacion R (en simbolos: R) 
es la relación tal que para todos los x y y, 
x Ry si y sólo si, y Rx. La conversa de una 
relación se obtiene simplemente invirtiendo 
el orden de los elementos de todas las pare- 
jas que constituyen la relación. Asi, la con- 
versa de la relación de esposo es la de es- 
posa. Con respecto a la relación simple R, 
introducida antes, 

É, = ((1,0), 8,2)). 
La definición está construida de tal modo 
que los elementos de los conjuntos que no 
son parejas ordenadas no pertenecen al con- 
verso del conjunto; así, el converso de todo 
conjunto es una relación. 


Definición 6. A = (2,4): y A z}. 
Como es usual, el problema inmediato es 
mostrar que los axiomas enunciados en el 
capitulo 2 son suficientemente fuertes para 
garantizar la existencia del conjunto conver- 
so apropiado. 

Teorema 11. zAy>yAa. 

Demostración. En virtud del esquema 
axiomático de separación, 
GQ) ABNWVIECB ore RA Xx DA E 
ANAYA = (y, 2 &z A y). 
Como en las demostraciones previas, el paso 
decisivo es demostrar que la fórmula 


D (ay) Ge)@ = (4,2) &24 9) 
implica 
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(3) ne QA X DA. 
Las siguientes implicaciones son suficientes, 
dado que z = (y, 2): 
zAyroye RA&ZE DA 
— (y, 22€ RA X DA 
re GA X DA. 


Así tenemos justificación para concluir, a 
partir de (1), que 


(4) (3B)(Va)(s Bo (Ay) (32) 
(2 =(y,2) 624 y). 
Por los pasos de rutina realizados previa- 
mente (ver, por ejemplo, la demostración del 
teorema 4), inferimos de (4) y de la defini- 
ción 6, 

(5) 21€ Lo (INE) = (y, 2) 624 y). 
Nuestro teorema se sigue por aplicación di- 
recta de la lógica cuantificacional a (5). 

QED. 

La estrategia de esta demostración, como 
otras que apelan al esquema axiomático de 
separación para establecer la existencia de 
algún conjunto, se divide, de manera natu- 
ral, en dos partes. Primera, debe decidirse 
cuál conjunto, cuya existencia se conoce, tie- 
ne al conjunto pedido como subconjunto. 
Aqui la respuesta es que el conjunto 4 es in- 
tuitivamente un subconjunto del producto 
cartesiano entre el recorrido y el dominio de 
A. Segunda, debe demostrarse que la satis- 
facción de la condición q en el axioma de 
separación implica la pertenencia al conjun- 
to más grande. Aquí esto consiste en de- 
mostrar que (2) implica (3). Cuando esas 
dos partes de la demostración se han llevado 
a cabo, es casi siempre cosa de rutina reali- 
zar lo que queda. 

Nos referimos ahora a algunos teoremas 
acerca de la operación conversa; su conteni- 
do intuitivo debe ser obvio. 


Teorema 12. A es una relación. 


Demostración. Si € A, entonces, en vir- 
tud de la definición de la operación conversa 
y del teorema 47 del capítulo 2, 


(Ay) Gz) E = (4); 
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entonces, el teorema se sigue de la definición 
de relaciones. Q.E.D. 


Teorema 13. A CA. 


Teorema 14. R es una relación > È =R, 
En seguida se enuncian tres leyes distribu- 
tivas. me ey 3 
Teorema 15. A NB=A NB. 
Demostración. En virtud del teorema 12 
y del teorema 3, es claro que necesitamos 
considerar sólo parejas ordenadas: 


xwr 

ZA nByoyAnBx 
oyArkyBz 
ozAy&zBy 
zÄndy QED. 


(Nötese que al escribir una sucesiön de equi- 
valencias no justificamos ahora cada paso, 
cuando la inferencia es obvia, a partir de teo- 
remas anteriores.) 


~~ a ae 
Teorema 16. A UB=A4 UB. 


a 
Teorema 17. A~B=A~B. 
La noción que es natural introducir en 
seguida es la de producto relativo entre dos 
conjuntos. Si R y S son relaciones, entonces 
el producto relativo entre R y S (en simbo- 
los R/S) es la relación que se cumple entre 
x y y, si y sólo si existe un z tal que R se 
cumple entre x y z y S se cumple entre z y 
y. Simbólicamente, tenemos: 
Definición 7. A/B = ((z, y): (Az) 
«Az&zBy)}. 


Si,por ejemplo, 
R = ((1,3,@,3)} 
8 = {83,1), 
entonces 
R/S = ((1,1), (2, 1} 
S/R = {(3,3)}. 


La demostración del siguiente teorema, 
que usa el esquema axiomätico de separación 


ii 


secc, 3.1 


para determinar el problema usual de exis- 
tencia, se deja como ejercicio. 


xA/By + (Jz) 
(«Az € By). 


Teorema 18. 


Las demostraciones de los siguientes cua- . 


tro teoremas son fáciles y se dejarán como 
ejercicios. 

Teorema 19. 4/B es una relación. 
0/A = 0. 
D(A/B) E DA. 
AGB&CCD 
> A/C E B/D. 

Siguen tres teoremas que establecen leyes 
distributivas; solamente se da aqui la de- 
mostracion de uno de ellos. 

Teorema 23. A/ (BUC) = 
(A/BJU(A/C). 

Demostración. En virtud del teorema 19 
y del hecho ya demostrado que la unión de 
dos relaciones es una relación, sabemos de 
una vez que tanto A/(BUC) como (A/B)U 
(A/C) son relaciones. Por tanto,las siguien- 
tes equivalencias demuestran nuestro teore- 
ma: 

z A/(BUC) y 

o (Az) A 26: BUC y) 

(Fr Az&(eByVzCy) 

o (He A2z&2By)V «@AzkeCy) 
(le A2z&zBy)vV Aa Az&eCy) 
& z A/ByV z A/Cy 

+ 2(A/B)U(A/C)y. Q.E.D. 
Debe notarse que el hallazgo de una demos- 
traciön de este tipo depende de alguna fami- 
liaridad con la manipulaciön de cuantifica- 
dores. 


Teorema 24. A/(BNC) S 
(A/B) n(4/0). 
Teorema 25. (A/B) ~ (A/C) E 
A/(B~C). 
El ejemplo que sigue a la definiciön de la 
operaciön producto relativo indica que esta 


Teorema 20. 
Teorema 21. 
Teorema 22. 
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operación no es conmutativa. Cuando se 
combina con la operación conversa, tenemos 
el siguiente intercambio de orden: 


oo. 
Teorema 26. A/B = B/A. 
Demostraciön. 
— 
z A/B y «e yA/Be 
«+ (ly Az &2B2) 
e (Ile Bz&2 Ay) 
ozB/äy. Q.E.D. 


El teorema siguiente muestra que la ope- 
ración producto relativo es asociativa y por 
tanto pueden omitirse los paréntesis sin am- 
bigüedad en las apariciones reiteradas del 
simbolo de producto relativo. 

Teorema 27. (A/B)/C = A/(B/C). 
La demostración se omite debido a que es 
un ejercicio inmediato de lógica cuantifica- 
cional. 

Ahora definimos la noción de dominio de 
una relación restringido a un conjunto dado. 
Como es usual, la definición se aplica a con- 
juntos arbitrarios. 

Definición 8. RIA = RN(A X R(R)).* 
La definicién se puede ilustrar con un ejem- 
plo sencillo. Sea 


R = {(1, 2), (2, 3), (0, Edgar Guest)}, 
A= {1,2}. 


_Entonces, 


RIA = ((1,2), (2,3). 


Se dejan como ejercicios las demostraciones 
de los siguientes seis teoremas: 


zRlAyozRy&zcA. 
ACB> RIA GRIB. 

RI(ANB) = (RIA)N(RI|B). 
R\(AUB) = (RIA)U(RI|B). 


Teorema 28. 
Teorema 29. 
Teorema 30, 
Teorema 31. 


* La linea vertical es una notación usual para esta no- 
ción. Véase, por ejemplo, Kuratowski (1933, p. 12). 
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Teorema 32. Ri(A ~B) = (R|A) 
~ (RİB). 
Teorema 33. (R/S)|A = (R|A)/S. 

La siguiente definicién introduce la nota- 
ción * R“A, que se lee la imagen del conjun- 
to A bajo R. Asi, si R y A están definidas 
como en el ejemplo anterior, 


R“A = {2,3}, 


R“{0} = {Edgar Guest}. 
Definición 9. R“A = R(R|A). 
La mayoría de las demostraciones concer- 
nientes a imágenes de conjuntos se han omi- 
tido. Para reducir el número de paréntesis en 
la formulación de estos teoremas, usamos la 
convención de que ʻu’, «NM, > dominan 
a‘“? Asi, R“AUB es (R“A)UB no R“ 
(A UB). 
Teorema 34, yo RA + (Jr) Ry 
Exc A). 
Teorema 35. R“(AUB) = R“AURB. 
Demostración. 
ye R“(AUB) o (Āx)(z Ry & z € AUB) 
o Ie)eRy&zcA)V 
Are Ry&zcB) 
eye RAV yORB 
SyER“AURB. Q.E.D. 
Teorema 36. R“(ANB) C R“ANR“B. 
Un ejemplo sencillo muestra que la inclusión 


no puede convertirse en identidad, para este 
teorema. Sea 


R, = 11,3), (2,3), 


A, = (, 

B, = {2} 
Entonces, 

B,“(A,NB,) = 0, 
pero 


R “ANR “B, = (3). 


* La notación R“A sigue la de Whitehead y Russell. 
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Teorema 37. R“A ~ R“BG 
RA ~B). 
Demostración. 
yER"AmR“B 


yERA&yER“B | 

© (Ar)(eRy&xe A) & (Ae) Ry &z€ B) 
o InaRy&zcA)&lVo)@Ry>zeB) 
3 (Ira Ry& re A&zrg B) 

> (Ir) Ry& re A ~B) 

— y€ RAW B). Q.E.D. 


Los conjuntos particulares usados en el ejem- 
plo que precede a este teorema pueden usar- 
se para mostrar de nuevo que la inclusión 
no puede convertirse en identidad: 


R,“A,~ RB, =0 
R,“(A,~ 8) = RA, = {8}. 
Teorema 38. A © B —R“A CRB, 
Teorema 39. RA =0 DRNA= 0. 
El siguiente teorema es algo sorprendente. 


Teorema 40. DANA G RRA). 
Demostración. 


CEDER NA & (Ay@Ry&rE A) 
> (Iye Ry & ye R“A) 
> (yy Re & ye R*A) 
ce R“(R“A). QED. 
Los conjuntos particulares R,, A,,y B, mues- 
tran por qué la inclusión no puede reempla- 
zarse por la identidad y por qué la equiva- 
lencia de la línea (1) de la demostración 


debe debilitarse, convirtiéndose en una im- 
plicación en la línea (2). 


DRNA, = {1}, 
pero 
PURA) = (1,2). 


Teorema 41. (R“A)NB GR“(ANR*B), 
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Demostración. 


y E (R“A)NB 
(3) RykzcA&ycDB) 


+ (Aa)(e Ry&rcRB&rcA) 
© (r(e Ry&xc Ank«B) 
eye RAN RIB). 


En la última sección de este capítulo se 
dan algunos otros teoremas sobre las opera- 
ciones restricción e imagen, bajo la hipóte- 
sis adicional de que R es una función. 


Q.E.D. 


EJERCICIOS 


1. Dar un contra-ejemplo para el enunciado: 
DA =0>A4A=0. 

2. ¡Cuáles (si los hay) de los teoremas análogos a 5, 6, 
7 se cumplen para la operación campo F? 

3. Demostrar que el producto cartesiano entre dos 
conjuntos es una relación. 

4. Demostrar el teorema 3. 

5. ¡Bajo qué condiciones 


D(A X B) = A? 
6. ¡Bajo qué condiciones 
F(A X B) = AUB? 


7. Demostrar los teoremas 6 y 7. 
8, Dar un contra-ejemplo al enunciado 


DA NDB D(ANB). 
9. Demostrar los teoremas 8, 9 y 10. 
10. Dar un contra-ejemplo al enunciado 
Á=4. 


11, Demostrar que 


— 
AXB=BXA. 
12 Demostrar los teoremas 13 y 14, 
13. Demostrar los teoremas 16 y 17. 
14. Demostrar que 
(AX BY/(A XB)EAXB. 
15. Demostrar los teoremas 19 a 22. 


16. Demostrar los teoremas 24 y 25. 
17. Dar un contra-ejemplo al enunciado 


(4/B) N(A/C) € A/(BNC). 
18. Demostrar cl teorema 27. 
19 Demostrar que 
zE DA—> r A/Áz. 
20. Determinar si es verdadero que: 


(a) R/UA = U(R/A), 
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b) (VRXREA—> R/RC 
R)>UA/JUACUA, 

() (VENRE A> R/RE 
B=>NA/NMASNA, 


(d) (VERE A R/R = 
R)>UA/UA = UA, 


(0) (VERE A— R/Ř = 
— 
R=>N4/NA =NA4. 
21. Sea R la relación numérica tal que 
xRyex+y=l. 
Sea 4 el conjunto de los numeros primos entre 10 y 20. 
Describir explicitamente RIA. 
22. Demostrar el teorema 28. 
23. Demostrar los teoremas 29 a 31. 
24. Demostrar los teoremas 32 y 33. 
25. Sea R la relación numérica tal que 
xRyotk+l=y. 
Sea A el conjunto de los enteros. 
(a) ¿Qué conjunto es Rear 
(b) ¿Qué conjunto es R“A? 
(©) ¿Qué conjunto es (R/R)“A? 
26. Demostrar el teorema 34. 
27. Demostrar el teorema 36. 
28. Demostrar los teoremas 34 y 39. 
29. Demostrar que RO = 0. 


$ 3.2 Relaciones de orden, En todos los 
dominios de la matemática y en muchas 
ramas de las ciencias empíricas se presentan 
relaciones que ordenan conjuntos de objetos. 
Hay un sin fin de teoremas interesantes 
acerca de varias relaciones de orden y sus 
propiedades. Aquí consideramos solamente 
algunas de las más útiles; entre los ejercicios 
se incluye un gran número de teoremas adi- 
cionales. 

Comenzamos con las propiedades funda- 
mentales de reflexividad, simetría, transitivi- 
dad y otras similares, en términos de las 
cuales definimos diferentes tipos de orden. 
Debido a que estas nociones son tan fami- 
liares, los ejemplos ilustrativos se dan sólo 
muy rara vez.* 


* Se pueden encontrar ejemplos y aplicaciones elemen- 
tales, entre otros, en Suppes (1957, capitulo 10). 
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Con respecto a la generalidad de la defi- 
nición, la situación es la misma que en la 
sección anterior: las definiciones valen para 
conjuntos arbitrarios, no sólo para relacio- 
nes. Sin embargo, para aumentar el conteni- 
do intuitivo inmediato de los teoremas, en 
esta sección usaremos sistemáticamente las 
letras *R”,*S”,*T”, como variables de conjun- 
tos en aquellos contextos en los cuales las 
ideas consideradas se refieren, de manera 
natural, a relaciones. Pero debe entenderse 
muy bien que el uso de las variables ‘R’, ‘S’, 
‘T’ no implica restricción formal alguna a 
las definiciones y teoremas. Por ejemplo, de- 
fínimos la propiedad de transitividad para 
conjuntos arbitrarios R, no solamente para 
relaciones. También, sin introducir una defi- 
nición numerada, usamos en adelante la 
notación familiar: ‘z, y€ A’ para “re Ad 
ye Ay “aya € A’ para TEAGYECAdZ 
€ A’, etc. 

Comenzamos con ocho definiciones basi- 
cas. 


Definición 10. R'es reflexiva en A 

e (Yr) E A —r Rr). 
R es antirreflexiva en A 
> (Wa) A 

> =(z È x)). 

R es simétrica en A 


o (Vi(Vy (ye AQ 
zRy-yRe). 


Definición 11. 


Definición 12. 


Definición13. R es asimétrica en A 


o (Va (Wylirye Ad 
zRy>-WRe)). 
Definición 14. R es antisimétrica en A 
SO (VIIVN(yE A 
zaRy&yRı-z=y). 
Definición 15. R es transitiva en A 
+ (Ve) (Vy) W2) (zyz 
ECA&zrRy&yRz 
—2R2z). 


R es conexa en A 
e (Vr) (V ayc 4 € 
Ay>uRyVyRoa). 


Definición 16. 
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Definición 17. R es fuertemente conexa 
en A 
œ (Wa) Vys y € A 
>IRyVyRa). 


Con el objeto de relacionar a las ocho pro- 
piedades anteriores las operaciones introduci- 
das en la sección precedente, es más elegante 
considerar las propiedades unarias corres- 
pondientes, esto es, referirse a relaciones 
que son reflexivas, en vez que reflexivas en 
algún conjunto A, etc. Las definiciones ge- 
nerales que se acaban de dar serán útiles 
más tarde. Por brevedad, definimos las ocho 
propiedades unarias, con un recorte; las de- 
finiciones son obvias: simplemente tomamos 
A como el campo de la relación. 


Definición 18, R es 


reflexiva reflexiva 
4 R es : engR. 
fuertemente at fuertemente 
conexa. conexa. 


Para formular los teoremas pedidos, nece- 
sitamos la nociön de relaciön de identidad 
en un conjunto. Es claro, por el teorema 50 
del capitulo 2: 

{xix =x} =0 
que no podemos definir una relaciön de 
identidad general apropiada, pero lo que 
podemos hacer es definir, para cada conjun- 
to A ‚la relación idéntica 9A, sobre A. (Asi, 
el símbolo ‘9’ no es una constante individual 
que designa la relación de identidad, sino un 
simbolo de operación unaria.) 


Definición 19, SA = {(z, x): 1€ A}. 


Además de la definición, para propósitos de 
trabajo necesitamos el teorema usual que ga- 
rantice que JA es el conjunto vacío sola- 
mente cuando esperamos que lo sea. 
Teorema 42. zsAroxrcA. 
Demostraeiön. Puesto que 


te, x) = (fe), (2,2) tel), 
es claro que 
SAC OCA. 
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Mas aim, es fácil demostrar que 

(1) zE A> {{z]} € PEA. 
En virtud del esquema axiomático de sepa- 
ración y de la definición de abstracción, 


podemos usar (1) para obtener el teorema. 
Q.E.D. 


En ésta y en las demostraciones subsi- 
guientes, en las cuales usamos el esquema 
axiomático de separación para demostrar la 
existencia de algún conjunto, nos restringimos 
a la consideración de dos pasos definitivos: 
Decidir cuál conjunto, cuya existencia se 
conoce, tiene como subconjunto al conjunto 
pedido y luego demostrar que la satisfacción 
de la condición apropiada p en el axioma 
(aquí pes ‘x € A implica pertenencia al 
conjunto más grande. Quizás es conveniente 
observar que la demostración formal no re- 
quiere la inferencia de que 

SAC CPA, 
aunque esto se sigue fácilmente. Pero la 
búsqueda de un conjunto que tenga a 34 
como subconjunto es una consideración es- 
tratégica esencial para hallar una demostra- 
ción válida. 

Formulamos, sin demostración, tres teore- 
mas sencillos concernientes a las relaciones 
de identidad. 


Teorema 43. DIA = A. 

Teorema 44. gA/dA = 3A. 

Teorema 45. R es una relaciön 
> (SDR)/R = R. 


Los ocho teoremas que siguen podrian 
usarse como definiciones y asi se toman fre- 
cuentemente. En las demostraciones se usan 
propiedades familiares de las operaciones, 
sin referencia explícita a los teoremas apro- 
piados. 


Teorema 46. R es reflexiva 9 95RC R. 
Demostración. [Necesidad]. Por la defi- 


nición 17, todo elemento de 95 R es de la 
forma (zx, x), por tanto, por el teorema 28, 
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YE FR, y entonces se sigue, de la hipótesis 
de que Res reflexiva, que (z, 2) € R. 
[Suficiencia]. Sea x un elemento arbitrario 
de FR. Ya que nuestra hipótesis es la de que 
SRCR, 
se sigue, de una vez, que 
(x, 2) R, 
pero entonces R es reflexiva. Q.E.D. 


Esta demostración es completamente tri- 
vial, pero ilustra el acceso a las de los siete 
teoremas restantes, la mayor parte de los 
cuales no se demuestra aquí. 


Teorema 47. R es antirreflexiva 
> ROSSER = 0. 


Teorema 48. R es simetrica 
oR= AR. 
Teorema 49, R es asimetrica 
o RNR = 0. 
Teorema 50. R es antisimétrica 
> RAR Z IDR. 
R es transitiva 
oR/RCR. 
Demostración. [Necesidad]. Si 
eR/Ry, 
entonces existe un z tal que 
sRz&zRy, 


por tanto, por la hipótesis de transitividad, 


Teorema 51. 


zRy. 
[Suficiencia]. A partir de nuestra hipótesis 
de que 
R/ROR 


tenemos, de una vez, 
() (z) («¢Rz2&eRyorkRy, 
pero es un hecho familiar de logica cuantifi- 
cacional que (1) es equivalente logicamente a 
(2) zRz&zRy->ıRy. Q.E.D. 


Teorema 52. R es conexa > ($R X FR) 
~IFROR UR. 
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Demostracién. [Necesidad]. Si 

(1) z[(5R XFR)~ STR] y, 
entonces 

(O). rESREYESRES eH y, 
pero (2), junto con la hipótesis de que R es 
conexa, da: 


6) zRyVyRa, 
por consiguiente, is 
(4) 2(RUR)y. 


[Suficiencia]. Queremos deducir (3) de 
(2), bajo la hipótesis de que 

(5) (ER XR) —9FR C RUR. 
Ahora, (5) asegura que (1) implica (4); pero 
(1) es equivalente a (2) y (3) es equivalente a 
(4). Q.E.D. 

Teorema 53. R es fuertemente conexa 
FR XFR=R UB. 


En los ejercicios se formulan numerosos 
hechos adicionales: la asimetria implica la 
antirreflexividad; la simetria y la transitivi- 
dad implican la reflexividad; todas las ocho 
propiedades enunciadas en la definición 18 
son invariantes con respecto a la operación 
conversa, etc. 

Ahora usamos esas ocho propiedades para 
definir cinco tipos de relaciones de orden; 
los tipos no son mutuamente exclusivos. Por 
ejemplo, toda ordenación parcial es también 
una cuasi-ordenación. 


Definición 20. R es una cuasi-ordenación 
de A SR es reflexiva y transitiva en A. 
Definición 21. R es una ordenación par- 
cial de A SR es reflexiva, antisimétrica 
y transitiva en A. 

Definición 22. R es una ordenación sim- 
ple de A > Res antisimétrica, transitiva 
y fuertemente conexa en A. 

Definición 23, R es una ordenación par- 
cial estricta de A «> R es asimétrica y 
transitiva en A. 


Definición 24, R es una ordenación sim- 
ple estricta de A > R es asimétrica, tran - 
sitiva y conexa en A. 


Análogamente a la definición 16, defini- 
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mos también, en masa, los predicados una- 
rios apropiados. 


Definieiön 25. Res una 
cuasi- cuasi- 
ordenación ordenación 
x oR x de 
ihe. es una de FR. 
Ordenaciön ordenación 


simple estricta simple estricta 
Las definiciones 20 a 24 serán útiles en el 
capítulo 6, el cual trata de la construcción 
de los números reales. Por el momento for- 
mulamos algunos teoremas obvios acerca de 
las ordenaciones de la definición 25. 
Teorema 54. R es una ordenación parcial 
— Res una cuasi-ordenación. 
Teorema 55. R es una ordenación simple 
— R es una ordenación parcial. 
Teorema 56. R es una ordenación simple 
> Res una ordenación simple. 
Teorema 57. R y S son cuasi-ordenacio- 
nes —> R N S es una cuasi-ordenación. 
Demostración. Necesitamos demostrar que 
RNS es reflexiva y transitiva. Sea x un 
elemento arbitrario de (RNS). Entonces, 
ZEFR y 2E FS, por tanto, por la hipóte- 
sis, 
ıRı&xSaz, 
luego 
a RNS z. 


La transitividad se establece por las siguien- 
tes implicaciones; la segunda linea se sigue 
de la primera, sobre la base de la hipötesis 
del teorema: 


zRnSy&yRNnsz 

HzrRy&yRa&zSy&ySza 

„ısRz&ıSz 

—zRNnSz. Q.E.D. 
La unión de dos cuasi-ordenaciones cua- 
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lesquiera no es una cuasi-ordenacion. Por 
ejemplo, sea 


R = {(1, 1), (2, 2), (1, 2)} 


S = ((2, 2), (3, 3), (2, 3)), 
entonces R y S son cuasi-ordenaciones, pero 
R US no to es, pues no cumple la propie- 
dad transitiva. Sin embargo, si los campos 
de R y S son mutuamente disjuntos, enton- 
ces, su unión es una cuasi-ordenación, como 
se establece en el teorema siguiente; 
Teorema 58, R y S son cuasi-ordenacio- 
nes &FRNFS = 0 — RUS es una cuasi- 
ordenación. 


Un enunciado preciso sobre la relación en- 
tre ordenaciones parciales y ordenaciones 
parciales estrictas lo dan los dos teoremas 
siguientes. 


Teorema 59, R es una ordenación parcial 
— R ~ IFR es una ordenación parcial 
estricta, 


Teorema 60. R es una ordenación par- 
cial estricta — R US&R es una ordena- 
ción parcial. 
En el teorema siguiente se expresa el sentido 
en el cual una ordenación simple, o una or- 
denación simple estricta, es completa. 


Teorema 61. RESCAXASKRyS 
son ordenaciones estrictas simples de 
A>R=S. 

Ahora queremos introducir la.importante 
noción de relación bien-ordenante de un 
conjunto. Si R es una ordenación simple es- 
tricta en 4, entonces R bien-órdena 4, si 
todo subconjunto no vacio de 4 tiene un 
primer elemento o elemento mínimo (bajo 
la relación R). En realidad, como veremos, 
necesitamos suponer solamente que R es co- 
nexa en A, más bien que suponer que es una 
ordenación simple estricta en A. La asime- 
tría y la transitividad de R en A son entonces 
demostrables, según el hecho de que cual- 
quier elemento de A, excepto el último (bajo 
la relación R),tiene un sucesor inmediato. 

Puesto que esta noción de buena ordena- 
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ción es algo más sutil que las nociones de 
orden introducidas previamente, será útil 
considerar varios ejemplos antes de la defi- 
nición formal y los teoremas. En estos ejem- 
plos, como en los anteriores, usaremos ente- 
ros; en verdad, números reales, aun cuando 
estas entidades no se han definido aún for- 
malmente dentro de nuestro sistema de teoría 
de conjuntos. 

Sea N el conjunto de los enteros positivos. 
Entonces N es bien ordenado por la relación 
menor que, ya que todo subconjunto no va- 
cio de N tiene un primer elemento, a saber, 
el mínimo entero del conjunto. Por otra par- 
te, N no es bien ordenado por la relación 
mayor que, pues muchos subconjuntos care- 
cen de primeros elementos, en particular el 
mismo N. N no tiene un primer elemento, 
con respecto a >, precisamente porque no 
hay un entero mayor que todos. 

La noción de buena ordenación se concibe 
de modo que, a diferencia de las otras pro- 
piedades de orden consideradas hasta aquí, 
no es invariante bajo la operación conversa, 
esto es, si R es una buena ordenación, no se 
sigue que R sea una buena ordenación. Ya 
tenemos un ejemplo de esto: < bien-ordena 
N, pero < no. Para un ejemplo algo diferen- 
te, consideremos 


A= {th nes un entero positivo pu tu. 


O sea, 


El conjunto A es bien ordenado por <, pero 
no por Z, esto es, no por >. En este caso, 
el mismo conjunto A tiene un primer ele- 
mento bajo la relación >, pero el subcon- 
junto A (1) no lo tiene. 

Por medio de una modificación apropiada 
de la definición de R-primer elemento de A 
podemos construir la definición de buena 
ordenación de tal manera que < o < bien- 


“ordena N, esto es, podemos hacer que nues- 


tras buenas ordenaciones sean ordenaciones 
simples o también que sean ordenaciones 
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simples estrictas. La escogencia es, en alto 
grado, arbitraria; podemas, si queremos, con- 
siderar una buena ordenaciön que no sea 
ninguna de las dos. Por ejemplo, si A = 
{12,3} y 


R = ((1,1,(2,2), (1, 2, @ 3), (L, 3)}, 


entonces intuitivamente, R bien-ordena A 
aun cuando R no es ni ordenaciön simple ni 
ordenación simple estricta de A. Pero esta 
generalización es trivial y existe una razón 
convincente para escoger ordenaciones sim- 
ples estrictas más bien que ordenaciones 
simples; la relación de pertenencia es una 
ordenación simple estricta de los números 
ordinales tal como los definiremos y —como 
veremos en el capítulo 7— hay una cone- 
xión natural entre cualquier buena ordena- 
ción de un conjunto y la buena ordenación 
de los ordinales por la relación de pertenen- 
cia. 

Ahora nos referimos a los desarrollos for- 
males. Es conveniente, técnicamente, distin- 
guir entre la noción de elemento mínimo y la 
de primer elemento. Un elemento minimo no 
tiene predecesores, mientras que un primer 
elemento precede a todo otro elemento. Cla- 
ramente, todo primer elemento es mínimo 
pero no reciprocamente. Para demostrar la 
asimetría de las buenas ordenaciones es más 
simple usar el concepto de elemento minimo 
en su definición. 

Definición 26. x es un elemento R-mini- 
mode Ao CA & (Vy) (yc A > 
-(yRr)). 


Un rasgo obvio de esta definiciön es el de 
que si R N (4 >» A) es vacio, entonces todo 
elemento de A es un elemento R-minimo. 
Sin embargo, tales situaciones degeneradas 
no son de mucho interés; en el caso de bue- 
nas ordenaciones procuramos la unicidad del 
elemento minimo. 
Definicién 27. x es un R-primer elemen- 
todeAoreA&(Wyy¥CAerHxy 
— aRy. 
En seguida definimos buenas ordenaciones. 
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Luego formulamos una sencilla condición 
necesaria y suficiente, en términos de asime- 
tría y primer elemento en lugar del concepto 
de elemento mínimo. 


Definición 28, R bien-ordena A > R es 
conexa en A E(WB)J(B CAS BHO 
> B tiene un elemento R-minimo). 


Ahora demostraremos que, bajo esta defini- 
ción, R es asimétrica y transitiva. 


Teorema 62. R bien-ordena A = R es 
asimétrica y transitiva en A. 
Demostración. Para establecer la asimetría, 
supongamos, por el camino de la contradic- 
ción, que hay elementos x y y en A tales que 
x Ry yy Rx. Entonces, contrario a la hipó- 
tesis de que R bien-ordena A, el subconjunto 
no vacío íx, y} de A no tiene elemento R-mi- 
nimo. Para la transitividad, supongamos que 
para algunos elementos x, y,z € A, tenemos 
x Ry yy Rz, pero no x Rz. Puesto que Res 
conexa en A, debemos tener entonces: z R x. 
Sin embargo, el subconjunto {x,y,z} no tiene 
entonces un elemento R-minimo, pues z R x 
desecha x como elemento R-minimo, x Ry 
desecha y y y Rz desecha z. Por tanto, nues- 
tra suposición es absurda. Q.E.D. 


Dejamos como ejercicio la demostración 
de los tres teoremas siguientes. 

Teorema 63. R bien-ordena A œ R es 
asimétrica y conexa en A &(WB)(BC 
A&B#0—B tiene un R-primer ele- 
mento). 
Teorema 64. R bien-ordena A & A £0 
— A tiene un único R-primer elemento. 


Teorema 65, R bien-ordena A & B SA 
— R bien-ordena B. 
Por otra parte, no es, desde luego, verdade- 
ro en general que, si R bien-ordena A y 
S ER, entonces $ bien-ordena A. 
Nuestra tarea siguiente es demostrar el 
teorema acerca de sucesores inmediatos úni- 
cos. Se necesitan dos definiciones. 


Definición 29. y es un sucesor R-inme- 
diato de teraz Ry & (Wz) (£ R252 = 
yV y Rz). 
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Definición 30. x es un elemento R-último 
de Asr A& (Ny) lyc Ag art y 
yRe). 
La definición de último elemento es ob- 
viamente similar a la de primer elemento. 
En efecto, tenemos: 


Teorema 66. x es un elemento R-último 
de A <> x es un elemento R-primero de A. 


Ahora puede establecerse el resultado con- 
cerniente a los sucesores inmediatos. 


Teorema 67. R bien-ordena A & x€ A & 
x no es un elemento R-último de A > x 
tiene un único sucesor R-inmediato. 


Demostración. Considérese B = { y: x R y} 
Por hipótesis el conjunto B no es vacío, ya 
que x no es el último elemento de la orde- 
nación y se ve fácilmente que B tiene un 
primer elemento único, que es el sucesor in- 
mediato de x. Q.E.D. 

En la teoría de números ordinales será 
conveniente tener disponibles la noción de 
una R-sección y ciertos hechos acerca de 
tales secciones. Se introduce también la no- 
ción, íntimamente ligada a la anterior, de 
R-segmento de un conjunto, generado por 
un elemento. y 


Definición 31. B es una R-sección de 


ASBCAGANKBCB. 
Así que un conjunto B es una R-sección de 
un conjunto A si todos los R-predecesores en 
A de elementos de B pertenecen a B; obvia- 
mente, R“B es precisamente el conjunto de 
los R-predecesores de elementos de B. Si,por 
ejemplo, 


A = {1,2,3,4} 
B, = {1,2} 
B=0 

B, = {2,3}, 


entonces B, y B, son <-secciones de A, pero 
B, no lo es, puesto que I <2y1€ A~B,. 
Por otra parte, B, no es una >-sección de 
A, puesto que 3 >2y3€ A—B. 
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Definición 32. S(A, R, z) = (y: ycA& 
y Raz}. 


La notación: $ (A, R, x) se lee: el R-segmento 
de A generado por x. El conjunto § (A, R,x) 
es precisamente el conjunto de los R-prede- 
cesores de x que son también elementos de A. 


Teorema 68. x € A & Res transitiva en 
A => S(A,R,x) es una R -sección de A. 


Demostración. Supongamos que y€ 8(A, 
R, x). Necesitamos demostrar que los R-pre- 
decesores de y que son elementos de A, son 
también elementos de $(A,R,x). Sea z uno 
de tales R-predecesores de y, esto es, 


2€ ANE“{y}, 
por tanto, 
(1) z Ry. 
Puesto que y € 8 (A, R, x), tenemos 
(2) »Rx 


luego,por la hipótesis de transitividad, se 
sigue de (1) y (2) 
ERG 
de lo cual concluimos: z€ 8 (4,R,x). Q.E.D. 
Sobre la base de este teorema se demues- 
tra fácilmente que 


Teorema 69. R bien-ordena A — (B es 
una R-sección de A & B A A «(x)(x € 
A&B = 8A, R, 2))). 


Algunos conceptos ulteriores de orden ta- 
les como los de una R-cota superior de x, un 
R-supremo de x y un reticulo se presentan en 
los ejercicios. 

EJERCICIOS 
1. Demostrar lo siguiente: 
(a) Res asimétrica -> R es antirreflexiva. 
(b) Res asimétrica > R es antisimétrica. 
(©) 9 A es simétrica y antisimétrica. 
(d} R es relación simétrica y antisimétrica 
> GANAR = 94). 
(e) Res simétrica y transitiva — R es reflexiva. 
(Ð) R es fuertemente conexa — R es conexa. 
2 Demostrar que X 
Res reflexiva > DR = DR. 
Demostrar que 
R es una relación > (R es simétrica > R = R). 
4, Demostrar los teoremas 43 a 45. 


w 
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5. Demostrar los teoremas 47 a 49. Rae = conjunto de los números racionales no ne- 
6. Demostrar los teoremas 50 y 51. gativos. 

7. Demostrar el teorema 53. Ry r< y+ 5 

&. Demostrar lo siguiente: aRyor<y 
(al Res reflexiva — R es reflexiva. zR laj BA ll S (el = ly €x< y, 
(b) Ry S son reflexivas — R U S es reflexiva. Ry lel > ly V (lel = [y Ex > y). 


(c) R es antirreflexiva > R es antirreflexiva. 

(d) Ry S son antirreflexivas > RNS, RUS y 
R ~ S son antirreflexivas. 

(e) Res simétrica — R es simétrica. 

() Ry Sson simétricas > RNS, RUS y R~S 
son simétricas. es 

(g) Res asimétrica > R, RNS y R ~ S son 
asimétricas. E 

(h) Res antisimétrica > R,R N Sy R ~ S son 
antisimétricas. 

G) R es transitiva > R es transitiva. 

() R es conexa — K es conexa. 

(k) R es fuertemente conexa > R es fuertemente 
conexa. 

() RUISR  esreflexiva. 

(m) R~ STR es antirreflexiva. 

(n) Res asimétrica > RU g FR es antisimétrica. 

(0) R es antisimétrica oR ~ 9 FR es asimétrica. 

(p) Res transitiva > RU g FR es transitiva. 

(q) R es transitiva y antisimétrica > R~ 4 FR 
es transitiva. 

9 Darun contra-ejemplo para cada una de las si- 

guientes asercionds: 

(a) R y S son reflexivas + R — $ es reflexiva. 

(b) Ry S son reflexivas > R/S es reflexiva. 

(©) R y S son antirreflexivas > R/S es antirrefle- 
xiva. 

(d) R y S son simétricas + R/S es simétrica. 

(e) R y S son asimétricas — R U S es asimétrica. 

(f) Ry Sson asimétricas — R/S es asimétrica. 

(9 Ry S son antisimétricas > R U $ es antisi- 
métrica. 

(h) R y S son transitivas > R U S es transitiva. 

G) Ry S son transitivas > R ~ S es transitiva. 

(6) R y S son transitivas > R/S es transitiva. 

(k) Ry S son conexas > R f} Ses conexa. 

() Ry 5 son conexas > RU Ses conexa. 

(m) R y S son conexas > R ~ $ es conexa. 

(n) R y S son conexas > R/S es conexa. 


10. Demostrar los teoremas 54 a 56. 

11. Demostrar los teoremas 58 a 60. 

12. Dar un contra-ejemplo al enunciado de que, si 
R ~ JFR es una ordenación parcial estricta, entonces R 
es una ordenación parcial. 

13. Demostrar el tcorema 6l. 

14. Considérense los siguientes conjuntos y relaciones: 

N = conjunto de los enteros positivos. 
I = conjunto de los enteros (negativos y no 
negativos). 
Neg = conjunto de los enteros negativos. 


¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son verdaderas? 
Para aquellas que son falsas dar un contra-ejemplo ex- 
plicito. 

(a) < bien-ordena Neg 

(b) > bien-ordena Neg 

(c) < bien-ordena T 

(d) < bien-ordena Rac 

(e) R, bien-ordena N 

(£) R, bien-ordena N 

(g) R, bien-ordena / 

(h) R, bien-ordena Neg 

(y) KŘ, bien-ordena N 

G) R, bien-ordena Neg 

(k) R, bien-ordena 7 

d) K. bien-ordena J 

(m) R, bien-ordena Rac 

15. Demostrar el teorema 63, 

16. Demostrar los teoremas 64 y 65. 

17. Considerese el conjunto 

A =(< x y> 3 x y y son enteros positivos), 
Definase una relación que bien-ordene A. 

18. Considérese el conjunto 
B ={< xy >: xy y son enteros negativos o no negati- 
vos}, 

Definase una relación que bien-ordenc B. 

19. Definir una relación que bien-ordene los números 
racionales no negativos. (Pucsto que los racionales no ne- 
gativos no son bien-ordenados en magnitud, esto es, bien- 
ordenados por menor que, debe usarse algún otro artificio; 
es esencial usar el hecho de que todo número racional es 
la razón de dos enteros.) 

20. Sean 


N = conjunto de los enteros positivos 
Sı= (2:2 EN €:x< 108) 
x Ry si y sólo six <p +1. 
Entonces, ¿cuáles de las siguientes afirmaciones son ver- 
daderas? 
(a) S, es una <-sección de N. 
(b) $, es una >-seccién de N, 
(0) S, es una R,-secciön de N. 
(d) (D es una R,-sección de N. 

21. Demostrar el teorema 69. 

22. ¿Qué hipótesis adicionales de ordenación (si las 
hay) se necesitan para garantizar que si 4 y B son R-sec- 
ciones de C, entonces 0 AC Bo BCA? 

23. Considerense las siguientes definiciones: 

(i) x es una cota R-inferior de AS(VYWE 
A=xzxR y). 
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(ii) x es un R-infimo de 4 e> x es una cota R-in- 
ferior de A 8 ( W yX es una cota A-inferior 
de A > y Rx).* 

Git) y es una cota R-superior de AH (Wx) 

A—ıRy). 

(iv) y es un R-supremo de A <> y es una cota R- 
superior de A & cv x)(x es una cota R-supe- 
rior de A > y R x).* 

(vy) 4 es un retículo relativo a Re R es una or- 
denación parcial de A& (Wz)(Wy) (2 A 
€ y E A {x,y} tiene un R-supremo y un 
R-infimo en A). 


(a) Construir dos ordenaciones parciales de un 

conjunto de cinco elementos, una de las cua- 

les dé un reticulo y la otra no. 

¿Cuántos retículos diferentes se pueden cons- 

truir con un conjunto de tres elementos? 

{c) Demostrar que,si 4 es un reticulo relativo a 
R, entonces A es un retículo relativo a R. 

(d) Demostrar que, si R es una ordenación simple 
de 4, entonces A es un retículo relativo a R. 

(e) Dar un contra-ejemplo a la aserción de que, si 
A es un retículo relativo a R y BG A, enton- 
ces B es un retículo relativo a R. 

(Ð Demostrar que,si 4 es un retículo relativo a 
R, y Bes un retículo relativo a R,, entonces 
A X Bes un retículo relativo a la relación R 
tal que si x, u € A y y, v OB, entonces 


(ey) R (up) x£ Riu & y Rav. 


(b 


§ 3.3 Relaciones de equivalencia y particio- 
nes. Una relación que es reflexiva, simétrica 
y transitiva en un conjunto, es una relación 
de equivalencia sobre ese conjunto. El ejem- 
plo mas ubicuo es la relación de identidad. 
La relación de paralelismo entre rectas es 
un ejemplo geométrico familiar de una rela- 
ción de equivalencia; la relación de congruen- 
cia entre figuras, es otro ejemplo. La signifi- 
cación fundamental de las relaciones de 
equivalencia es la de que ellas justifican la 
aplicación de un principio general de abs- 
tracción: Los objetos que son equivalentes 
en algún respecto generan clases idénticas. 
A menudo es mucho más simple el análisis 
de clases de equivalencia de objetos, en vez 


* Un R-ínfimo de A se llama frecuentemente una R- 
máxima cota inferior de A. 

+ Un R-supremo de A se llama también una cota supe- 
rior R-minima de A. 
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del de los objetos mismos. La familia de tales 
clases de equivalencia de un conjunto dado 
A forman una partición del conjunto, esto es, 
una familia de subconjuntos no vacíos de A, 
mutuamente disjuntos, cuya unión iguala a 
A. Reciprocamente, como veremos, toda pat- 
tición de un conjunto define una única rela- 
ción de equivalencia sobre ese conjunto. 
Por brevedad definimos bajo el mismo 
número los predicados unario y binario. 


Definición 33. 


(DR es una relación de equivalencia 
© Res una relación & R es reflexi- 
va, simétrica y transitiva; 

Gi) R es una relación de equivalencia 
sobre A «> 4 = FR&Res una re- 
lación de equivalencia. 


A diferencia de las definiciones de orden 
de la sección anterior, la presente definición 
requiere que R sea una relación. La motiva- 
ción para agregar el requisito adicional aquí 
es principalmente terminológica. La frase 
‘R es una equivalencia” no es deseable, pues 
“equivalencia” se usa en varios sentidos dife- 
rentes en lógica y en teoría de conjuntos. 
Por otra parte, cuando se usa la frase ‘R es 
una relación de equivalencia”, no parece so- 
brante el requerir que R sea una relación. La 
simplicidad del siguiente teorema proporcio- 
na una motivación secundaria. 

La exigencia en el definiens de (ii) de que 
A = $ R se hace por conveniencia técnica 
para el ligamen entre las relaciones de equi- 
valencia y las particiones; se verá en lo que 
sigue que esta conveniencia es obvia. 

Teorema 70, R es una relación de equi- 
valencia > R/R =R. 
El siguiente teorema liga las cuasi-ordena- 
ciones y las relaciones de equivalencia, de 
una manera natural. 
Teorema 71, R es una cuasi-ordenación 
— R NR es una relación de equivalen- 
cia. 
La siguiente definición introduce la notación 
Rix]; llamamos a R[x] la R-coclase de x. In- 
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tuitivamente, R[x] es, simplemente, el conjun- 
to de todos los objetos con respecto a los 
cuales x está en la relación R. Cuando Res 
una relación de equivalencia, nos referimos a 
R[x] como la R-clase de equivalencia de x. 


Definición 34. R[x] = (y: x R y}. 


Si P es la relación de paternidad, esto es, 
x Py si y sólo si x es el padre de y entonces 


P [Jorge VI] = (Isabel, Margarita) 


y 
P [Tomás de Aquino] = 0 
(Desde luego, P no es una relaciön de equi- 
valencia.) 
Tomemos, como ejemplo artificial sencillo, 


R = ((1, 1), @, 2), @, 3), (1, 2), (2, DI. 
Entonces R es una relaciön de equivalencia y 
RUN = R(2] = 11,2), 

RS] = 13). 


Nótese que en lugar de la definición 34 ha- 
bríamos podido usar 
R[x] = R“ {x}. 

No se acostumbra en matemätica ser tan 
explicito acerca de la relaciön R por medio 
de la cual se abstrae la clase de equivalencia 
[x]. Sin embargo, seria incompatible con 
nuestras reglas de definiciön omitir la va- 
triable libre ‘R’ en el definiendum. Se necesita 
hacer énfasis en que la notacién R[x] no es 
usual y quizäs se usa sölo en este libro, 
mientras que la notacién [x] se usa frecuen- 
temente. 

Tenemos el teorema acostumbrado cuya 
demostración depende del esquema axiomá- 
tico de separación. 


Teorema 72. y E R[x] = x Ry. 


Los dos teoremas siguientes colocan sobre 
una base sistemática el principio de abstrac- 
ción mencionado al comienzo de la sección. 
Como veremos, estos dos teoremas propor- 
cionan el vinculo esencial entre las relacio- 
nes de equivalencia y las particiones. 


CAP. 3 


Teorema 73. x,y € FR & R es una re- 
lación de equivalencia — (R{z| = Rly] 
oR y). 


Demostración. Supongamos: R[x] = R[ y]. 


Puesto que Res reflexiva, tenemos: y Ry; 
por el teorema anterior, 


y € Rly), 
por tanto, de acuerdo a lo supuesto, 
y € Riz]; 


y en virtud, de nuevo, del teorema prece- 
dente, x Ry. 

Supongamos ahora: x R y. Sea z un ele- 
mento arbitrario de R[ y] En vista del teore- 
ma anterior tenemos: 


y Rz 
por consiguiente, ya que R es transitiva, 
x Rz, 
siendo asi, 
ze Riz]. 


Concluimos que 
(1) Fly] S kiz]. 
Ahora, sea u un elemento arbitrario de R[x]; 
tenemos, de una vez, 
xRu 
Puesto que R es simétrica tenemos, por lo 
supuesto, 
JRA 
en consecuencia, en virtud de la transitividad 
de R, 


yRu 
y 
ue Rlyl. 
Así que 
(2) Riz] & Rlyl, 


inferimos inmediatamente, a partir de (1) y 
(2) que 

Rix] = Rlyl. QED. 
La demostracién anterior ilustra una estrate- 
gia que es muy comün. Queremos demostrar 
que los conjuntos R[x] y R[»] son idénti- 
cos. No es conveniente operar con una su- 
cesión de equivalencias como las usadas en 
varias demostraciones anteriores. En lugar 


secc. 3.3 


de eso, nuestra estrategia consiste en mostrar 
que un elemento arbitrario de R[ y] pertenece 
a R[2], o sea que R[»] es un subconjunto de 
Rix]. Luego, mostramos que R[x] es un sub- 
conjunto de R[ y]. Estos dos resultados juntos 
establecen la identidad de los dos conjuntos. 

El segundo de los dos teoremas mencio- 
nados muestra que las clases de equivalencia 
no se traslapan. 


Teorema 74, R es una relación de equiva- 

lencia —Rlz] = Rly] V Riz] N Rly] = 0. 
Nötese que en este teorema, a diferencia del 
que precede, no hay necesidad de exigir que 
x y y esiénen FR, pues six € 5R, enton- 
ces R[x] = 0 y la conclusión del teorema se 
satisface. 

Ahora nos referimos a las particiones. Tos- 
camente hablando, una partición de un con- 
junto A es una familia de subconjuntos no 
vacios de A, mutuamente exclusivos, cuya 
unión iguala a A. Por ejemplo, si 

A =11,2,3,4,5) 
y 
U =((1,2),13,5),14)) 
entonces, II es una partición de A. 
Formalmente, tenemos: 


Definición 35. TI es una partición de 

AS UN =A&(YBYCO(BEN&CE 

N4«BxC>BNC=0) 4 (Yarell 

> (Aly € z)). 
El uso de la letra ‘TI’ no tiene significado 
formal, pero refleja una práctica tan acos- 
tumbrada como sugestiva. Nótese que la úl- 
tima cláusula del definiens excluye tanto los 
individuos como el conjunto vacío de la per- 
tenencia a una partición. Sin embargo, el 
conjunto vacío es una partición, a saber, una 
partición de sí mismo. En contraste, para 
conjuntos no vacios tenemos: 

Teorema 75. A Æ 0 > (4) es una parti- 

ción de A. 


La noción de una partición que es más fina 
que otra, se usa frecuentemente. La idea in- 
tuitiva es la de que II, es más fina que IT, si 
todo elemento de Il, es un subconjunto de 
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algún elemento de Il, y por lo menos uno de 
tales elementos es un subconjunto propio. 
Por ejemplo, si 


A = {1,2,3}, 
H, = {{1}, (2, 34}, 
Tl; = (43, 


entonces IT, es más fina que IJ,. Por otra 
parte, si 
Tl, = {{ 1,2},4 33}, 

entonces, ninguna de las particiones TJ,, II, 
es mäs fina que la otra; simplemente no son 
comparables con respecto a la finura. En lu- 
gar de decir que un elemento de II, es un 
subconjunto propio de II,, podemos exigir 
que II, + IT,, como se ha hecho en nuestra 
definiciön formal, la cual es condicional en 
la forma. 


Definición 36. II, y I, son particiones 
de A — (Il, es más fina que Il; > TI, = 
Il. € (VAXA CTI, > (3B)(B € 112% A 
¢ B))). 


Dejamos como ejercicio, algo intrigante, la 
demostración del teorerha siguiente. 


Teorema 76. Todo conjunto tiene una par- 
tición que es la más fina de todas. 


Debe ser claro lo que se quiere decir con 
“la más fina de todas las particiones”, a sa- 
ber, una partición que es más fina que cual- 
quier otra partición del conjunto. Una suge- 
rencia concerniente a la demostración es 
considerar el conjunto potencia del conjunto 
dado, además del esquema axiomático de 
separación. Debe ser intuitivamente obvio 
cuál es la partición más fina de cualquier 
conjunto. El problema es demostrarlo. 

Para establecer, de manera precisa, el liga- 
men estrecho entre las relaciones de equiva- 
lencia y las particiones, definimos un con- 
junto tal que, cuando R es una relación de 
equivalencia sobre A, quiere decirse que es 
la partición de A generada por R. 


Definición 37. IHR) = (B: (Ix)(B = 
Riz] & B 0). 
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Por ejemplo, si 
A, = {1,2,3} 
R, = {(1, 2), @, 1), (1, 1), @, 2), (3,3), 


entonces 


IKR) = (14,25, 1318; 


facilmente se ve que R, es una relaciön de 
equivalencia sobre A, y IKR,) es una parti- 
ción de A,. Más generalmente, tenemos: 
Teorema 77. R es una relación de equi- 
valencia sobre A — 1KR) es una parti- 
ción de A. 
Tenemos también un teorema que liga la 
inclusión de las relaciones de equivalencia 
con la finura de las particiones asociadas: 


Teorema 78. R, y R, son relaciones de 

equivalencia sobre A > (RCR oI 

(R,) es más fina que IKR,)). 
Notese que,si no hubiéramos exigido en la 
definicién de relaciones de equivalencia que 
A = FR, entonces este teorema tendría que 
ser formulado de otra manera, pues R, po- 
dria contener parejas ordenadas cuyos ele- 
mentos no pertenecieran a A. 

Ahora queremos definir las relaciones ge- 
neradas por una partición. La definición es 
general en la forma, así que no está restrin- 
gida a las particiones. 


Definición 38. R(T) = ((x, y): (38) 
(Bell&éceeB& ye B)}. 


Tenemos el teorema usual (que fue omitido 
en el caso de la definición 37). 


Teorema 79. 7R(Dy +> (AB)(BEN& 
re B&yecB). 
‚En correspondencia al teorema 77 tene- 
mos el siguiente: 
Teorema 80. TI es una partición de A — 
R(ID es una relación de equivalencia 
sobre A. 

Demostración. Primero, puesto que Il es 
una partición de 4, dado cualquier elemento 
x de A, existe un Ben II con x € B, por tan- 
to x R (IDx, así que R (IT) es reflexiva en 
A. Segundo, supongamos x R (I])y. Enton- 


cap. 3 


ces existe un B € II tal que x € B y y CB 
Entonces, por la definición 38, 


yR), 


por tanto, R (IT) es simétrica en A. Tercero, 
supongamos que x R (Dy y y R dT)z. En- 
tonces existe un B tal que x € Byy eB; 
además, existe un C tal quey € Cyzec. 
Puesto que y está tanto en B como en C, 
concluimos de la definición de particiones 
que 
B=C 
asi que z € B. Entonces, por la definición 
38, x R (Mz y vemos que R (ID) es transiti- 
va en A. Q.E.D. 
El teorema siguiente muestra que si gene- 
ramos una particiön por medio de una rela- 
ciön de equivalencia R.entonces la relaciön 
de equivalencia generada por la particiön es 
simplemente R otra vez; en forma similar, 
si comenzamos con la relaciön de equivalen- 
cia generada por una partición, esta relación 
genera la partición dada. 


Teorema 81. II es una partición de A & R, 
es una relación de equivalencia sobre 


A => (1 = TEA) = RID = R). 


EJERCICIOS 


l. Demostrar: 
(a) (ROS){z] = R[x] N Siz] 
(b) (RUS)[z] = Rie] UStel. 
2. En correspondencia a (a) y (b) del ejercicio 1, ¿qué 
es válido para la diferencia entre conjuntos? 
3. Demostrar el teorema 70. 
Demostrar el teorema 71. 
Demostrar el teorema 72. 
Demostrar el teorema 74. 
Considérese que todo elemento de A es una rela- 
ción de equivalencia. ` 
(a) ¿Es f A una relación de equivalencia? 
(b) ¿Es U A una relación de equivalencia? 
Si lo es, demostrarlo. S: no, dar un contra-ejemplo. 
8. Dar dos particiones de los nümeros naturales, una 
de las cuales sca más fina que la otra. 
9. Demostrar el teorema 76. 
10. Demostrar el teorema 77. 
11. Demostrar que si R es una cuasi-ordenación en- 
tonces THR NR) es una partición de FR. 


ES 


SECC. 3.4 RELACIONES 


12. Demostrar el teorema 78, 
13. Demostrar los teoremas 79 y 80. 
14. Demostrar el teorema 81. 


$ 3.4 Funciones. Desde el siglo dieciocho 
ha atraído mucha atención el trabajo de ge- 
neralizar y clarificar el concepto de función. 
La representación de funciones ‘arbitrarias’ 
debida a Fourier (en realidad, las casi conti- 
nuas) por medio de series trigonométricas, 
encontró mucha oposición; más tarde, cuan- 
do Weierstrass y Riemann dieron ejemplos 
de funciones continuas sin derivadas, los 
matemäticos rehusaron considerarlas seria- 
mente. Aún hoy muchos textos de cálculo 
diferencial e integral no dan una definiciön 
de función matemáticamente satisfactoria. 
Una definición precisa y completamente ge- 
neral es inmediata dentro de nuestro enfo- 
que teórico de conjuntos. Una función es 
simplemente una relación de muchos a uno, 
esto es, una relación tal que cualquier ele- 
mento de su dominio se relaciona exacta- 
mente con un elemento en su recorrido. 
(Desde luego, elementos diferentes del domi- 
nio pueden estar relacionados con el mismo 
elemento del recorrido.) La definición for- 
mal es obvia. 


Definición 39. f es una función > fes 
una relación & (VIVINVZ (2fy & zr 
Jz>v=D2. 


El uso de la variable f’ no quiere decir que 
tenga alguna significación formal. La usa- 
mos aqui en lugar de ‘A’ o ‘R’ para estar de 
acuerdo con el uso matemático ordinario. 
Para resumir nuestro uso de variables hasta 
este punto: 

ABC RO a ESS Be 
son variables (con o sin sub-indices) las cua- 
les toman conjuntos como valores; 


DEREN 
son variables (con o sin sub-indices) que to- 
man conjuntos o individuos como valores. 
En el caso de funciones no estamos satis- 
fechos con el uso de la notación x f y, sino 
que queremos también tener a mano la no- 
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tación funcional usual: f(x) = y, donde f(x) 
se lee ‘f de x’.* 
Definición 40. f(z) = y > [(Elz) (2/2) 
Sxfy v HED (fz) & y = Of. 

La definiciön estä construida de tal modo 
que la notacion ‘f(x) tenga un significado 
definido para todo conjunto fy para todo 
objeto x. Por ejemplo, si 


J = (0, 0,02), 6, 4)] 


entonces, 
fll) = 0 
ja -0 
fa) = 4. 


La operaciön de formar la composieiön de 
dos funciones es tan extensamente usada en 
ciertas ramas de la matemätica que se han 
usado varios simbolos especiales para ella; 
nosotros usamos un pequeño circulo “o”. Asi, 
informalmente, 

Fog) = fig(z)). 
La composicion se define directamente en 
términos de producto relativo; introducimos 
el nuevo simbolo “o” en lugar de usar el sim- 
bolo de producto relativo porque el orden 
de Y "y “g' en fog es el natural para las 
funciones y es el inverso del que corresponde 
al término producto relativo. 
Definición 41. fog = g/f 
Tenemos los dos teoremas sencillos: 


Teorema 82. f y g son funciones > f N g 
y fo g son funciones. 
Teorema 83, f y g son funciones 
Son) = fa). 
Recordando la noción de restricción del 
dominio de una relaciön tenemos: 
Teorema 84. (Jog) |A = f o (yla). 


* En lógica matemática, siguiendo el uso de Whitehead 
y Russell en Principia Mathematica, se usa frecuentemen- 
te fx en lugar de: f(x). 
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Previsto que fes una funcion, podemos 
fortalecer dos teoremas iniciales sobre la 
operación imagen (teoremas 36 y 37). 


Teorema 85. f es una función —Í“(AN 
B) = PADFBE PAS HRB RI (A~ 
B). 
Y podemos fortalecer el anälogo del teo- 
rema 40 para el recorrido de f. 
Teorema 86. fes una función > (RN 
B =$“(F"B). 
Tenemos también: 
Teorema 87. f es una función & ANB 
=0-franfB=0. 
Ahora definimos la nociön de funciön 1—1. 
Definición 42. f es 1-1 o fy J son fun- 


ciones. 

Tenemos el resultado obvio: 
Teorema 88. fes 1—1 & z, € Df & x, 
E Y>) = fa) eo = x). 


Cuando fes 1—1 es posible una definición 
sencilla de su inversa. 


Definición 43. fes 1—1 > f7 = f. 
En los siguientes teoremas estän expresados 
hechos útiles. 

Teorema 89, fes 1-1 

> (y) = zef) = y). 

Teorema 90. fes 1-1 & r € DI] 

fo G@)) =a 

Teorema 91. fes 1-1 & y € Qf — 

T (PD = y. 

Teorema 92. fy g son1-1 > fnges 1-1. 


Teorema 93. fy g son 1-1 « DÍNDY = 0 
& ajnag = 0—>/JUy es 1-1. 


Es deseable también definir de manera 
formal en este punto algún lenguaje matemá- 
tico usual, el cual usaremos mucho en los 
últimos capítulos. Lo resumimos en una de- 
finición. 


CAP. 3 


Definición 44. 


G) fes una función sobre (o de) A 
hacia (o en) Bof es una fun- 
ción & Df = 48 Rf S B; 
G) fes una función de A sobre Bo f 
es una función & Df =A& Rf 
= B; 
(iii) faplica A en B e&f es una fun- 
ción 1-1 «€ DP =AGURICB; 
Gv) faplica A sobre B > f es una fun- 
ción 1-1 & Df = A & Qf = B. 
La distinción entre ‘en’ y ‘sobre’ en esta de- 
finición es usual en la literatura matemática 
y tiene su contra-parte en el uso ordinario. 
Una función 1—1 aplica A sobre B cuando el 
recorrido de fes todo B; aplica A en B cuan- 
do el recorrido de f es sólo algún subcon- 
junto de B. 

Concluimos esta sección definiendo el con- 
junto de todas las funciones de B hacia A, el 
cual se designa ordinariamente con A”. Este 
concepto es útil en una gran variedad de 
contextos matemáticos. 

Definición 45. A? = (f: f es una función 
& D=BERÍC A]. 
En virtud del esquema axiomático de sepa- 
ración podemos establecer el teorema usual. 
Teorema 94. [€ A? Of es una función 
€ Df= BE ARICA. 
Formulamos sin demostración cinco teore- 
mas elementales. 
Teorema 95. A° = [0]. 
Teorema 96. A = 0-04 = 0. 
Teorema 97, A? = 0° A =0&B #0. 
Teorema 98. AM! = {{(z,y)}: yE Aj 
Teorema 99, A S B> A° B®. 


EJERCICIOS 


I. Formular y demostrar una condición necesaria y 
suficiente para que la unión de dos funciones sea una 
función. 

2. Demostrar los teoremas 82 y 83. 

3. Demostrar el teorema 84. 

4. Demostrar los teoremas 85 y 86. 
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5. Demostrar el teorema 87. Ahora, para ir por el otro camino, suponiendo para cua- 
Demostrar los teoremas 89 a 93. lesquiera x, y, z CA, las propiedades (a)—(g), definimos: 
7. Demostrar que si fes 1—1 entonces: 


(a) FUANB) = f“ANf“B, 
(b) JUAS B) = fr AD f“B. Demostrar que A es un retículo relativo a R'. 


mn 


2R'yoxNy=y. 


8. Dado que fy g son 1— 1 considérense las siguien- 
tes aserciones. Si una aserción es verdadera, demostrarla. 
Si es falsa, dar un contra-ejemplo. 

(a) fUg es1-1, 
(bd) f~qes i-I, 


12. Podemos definir formalmente la notacion lambda 
para la abstraceiön: 
St y y wson variables diferentes y w no aparece en 
el término 4, entonces la identidad 


TER 090 = Het 
(e) ANÑB=0=f(4 UglB es 11, es válida 
D ANB =0—>f“ANg“B = 0. Hallar los siguientes conjuntos: 
9. Demostrar el teorema 94, 
10. Demostrar los teoremas 95 a 99. 2 E 7 = ES iaa 
11. Considérese el ejercicio 23 de $ 3.2, en el cual se (o) (A Mile: 2 aka =o k 
han definido los reticulos. Queremos desarrollar una for- £ i TIEG = 0}) 
mulaciön equivalente en términos de operaciones. Sea A 13. Demostrar: 


un retículo relativo a R, y x y EA. Entonces definimos: 

(a) (AA)(ANA) =0 
(b) (AA)(AUA) =0 
ZUs ny = Resupremo de {x,y}. () (AA)(A~ 4) =0 


zNa xy = R-infimo de {x,y} 


Demostrar (los sub-indiees. ‘A’ y ‘R? se han suprimido, (Y QA)A/A) = 0 

por brevedad): (El significado de (a)—(d) es el de que no hay conjuntos 
(a) Nx=x que correspondan a las operaciones entre conjuntos. Por 
(b) zlUa=x ejemplo, en vista de (a) no podemos considerar la opera- 
() My =yNzx ción de un conjunto que se injersecta consigo mismo co- 
(d) Uy = yUzx mo un cierto conjunto de parejas ordenadas. Este resulta- 
(e) zN(yNz) = (eny)Nz do para el caso especial de conjuntos que se intersectan 
(A zU(yUz) = (z Uy) U2 consigo mismos se generaliza fácilmente para mostrar que 
(8) 2NUY=zx no hay conjunto que corresponda a la operación binaria 


(h) zU(Ny) =z. de intersección para dos conjuntos distintos cualesquiera.) 


Capitulo 4 


Equipotencia, conjuntos finitos 


y números 


$ 4.1 Equipotencia. Los axiomas consig- 
nados al final del capítulo 2 $ (2.10) bastan 
para esta sección y la siguiente, pero en 
$ 4.3, que trata de números cardinales, in- 
troducimos un axioma especial cuyo uso se 
indicará siempre con ‘f’. 

En $ 1.1 se mencionó como fundamental 
la noción de Cantor referente a dos conjun- 
tos que tienen la misma potencia, o, como 
diremos, que son equipotentes. Es fundamen- 
tal porque es la base para generalizar la no- 
ción de entero positivo a la de número cardi- 
nal. Dos conjuntos son equipotentes si existe 
una correspondencia 1--1 entre ellos; los 
conjuntos equipotentes tienen el mismo nú- 
mero cardinal. Esta noción intuitiva de co- 
trespondencia 1— 1 se precisa fácilmente; tal 
correspondencia es precisamente una fun- 
ción 1—1. Formalmente tenemos: * 


Definición 1. 
(Y A =B bajo f, si y sólo si f es una 
función 1—1 cuyo dominio es A y 
cuyo recorrido es B; 
Gi) A= B, si y sólo si existe una f tal 
que A =B bajo f 
Por ejemplo, si 
A, = {1,3, 5} 
A, = {1,7,9}, 


* En este capitulo y en lo que sigue, usamos simbolis- 
mo lógico sólo rara vez para formular definiciones y 
teoremas; pero en cualquier caso, será obvia la formula- 
ción simbólica apropiada. 
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cardinales 


entonces A, y 4. son equipotentes. Cualquie- 
ra de las varias funciones establecerá esto: 


f = (4,0), 3, 7), 9), 
o también, 
f: = (C1, 7), @, 9), (5, DL 


Es claro que dos conjuntos finitos son equi- 
potentes cuando tienen el mismo número de 
elementos. (Desde luego, no hemos definido 
todavía las nociones de finitud o de número 
dentro de nuestro enfoque axiomático) Tam- 
bién es claro que si un conjunto finito es un 
subconjunto propio de otro, entonces los dos 
conjuntos no pueden tener la misma poten- 
cia, esto es, no pueden ser equipotentes. Sin 
embargo, la situación es completamente di- 
ferente para los conjuntos infinitos. Considé- 
rese, por ejemplo, el conjunto N de enteros 
positivos { 1, 2, 3,...} y el conjunto E de los 
números pares { 2, 4, 6,...}. Obviamente, E 
es un subconjunto propio de N, pero £ y N 
son equipotentes, lo cual se muestra fácil- 
mente considerando la función el doble, f, 
tal que para todo entero positivo n 
Fm = 2n. 

Vemos, de una vez, que fes 1-1, Df = N, y 
Af = E. 

Los tres primeros teoremas muestran que 
la equipotencia tiene las tres propiedades ca- 
racteristicas de una relaciön de equivalencia. 


A=A, 
Demostración. La función idéntica $A es 
una función 1—1 apropiada. Q.E.D. 


Teorema 2. Si A = B, entonces B =A. 


Teorema 1. 
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Teorema 3. Si A= B & B = C, entonces 
A=C. 


Demostración. Sea funa función 1—1 que 
establece A = B, con Df = A; sea g una fun- 
ción | — l correspondiente, que verifica B =C 
con Dg = B. Entonces la función gofes 
1=1, D(gof) =A y R(gof) = C, de don- 
de A=C. Q.E.D. 

Ahora formulamos varios teoremas que 
relacionan la equipotencia a las operaciones 
y relaciones introdueidas previamente. Estos 
teoremas simplifican mucho el desarrollo de 
la aritmetica cardinal en § 4.3. El primer 
teorema se usa para justificar la definición 
de adición cardinal. El segundo se usa para 
justificar la definición de multiplicación car- 
dinal; el tercero se usa-para demostrar la 
conmutatividad de las multiplicación cardi- 
nal, etc. El orden de estos teoremas es casi el 
mismo que el de los teoremas correspondien- 
tes para números cardinales en $ 4.3. 

Teorema 4. Sí A=B&C=D& ANC 
=0 € BND = 0, entonces AUC=BUD. 


Demostración. Por la hipótesis, existen 
funciones f y g que son 1—1 y tales que A = 
B, bajo fy C =D, bajo g. Se sigue también 
de la hipótesis que 

D/nog=0 


y: 
afnag=0, 


por tanto, en virtud del teorema 93 de $ 3.4, 
f Uges 1-1 y se ve fácilmente que 
AUC = BUD bajo fUg. Q.E.D. 


Teorema 5. Si A = B & C = D,entonces 
AXC=BXD. 


Demostración. Sea A = B bajo la función 
JyC = D bajo la función g Entonces la 
función A tal que parax CAYyEC 


Hz, y)) = (Fle), alud) 


establece la equipotencia entre A x CyBxD. 
Q.E.D. 


Teorema 6. AxB=BxA. 
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Demostración. La función f tal que para 
xEAyy»EB 
Hr) = mn 
es apropiada para establecer la equipotencia 
pedida. Q.E.D. 


Teorema 7. A X (B Xx C) = (A X B) 
xC. 

Teorema 8 AX {xz} =A& {xr} X A 
= A. 

Demostración. Para la primera mitad del 
teorema es apropiada la función f definida 
sobre A x (x) tal que para y € A 

yo) = y 
Para la segunda mitad del teorema puede 
usarse una función similar. Q.E.D. 
Teorema 9. Existen conjuntos C y D ta- 
les qe A=C&B=D&CnD=0. 


Demostración. Definamos 


C=Ax {0} 
D= BX {{0}}. 
Entonces, por el teorema precedente, A = C 
y B =D y, naturalmente, CND = 0, Q.E.D. 
El siguiente teorema se usa para justificar 
la definición de exponenciación cardinal. 
Teorema 10. Si A = B&C =D, enton- 
ces AC=BP. 


W 


Demostración. Por hipótesis existen fun- 
ciones f y g que son 1-1 tales que A = B 
bajo fy C =D bajo yg. Sih € A“ entonces, 

a) fohe Be 
y,a partir de (1), inferimos: 

fokog'c BP. 
Mas aún, si 4’ € B®, entonces existe un úni- 
coh € A" tal queh’ = fohog™ (en efecto, 
h=f!oh'og). Por tanto, si definimos la 
función f’ sobre A“ tal que para todo A € AC 


FM) =Johog", 


entonces f” es 1-1 y su recorrido es BP. 
Q.E.D. 
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Omitimos la demostraciön de los tres si- 
guientes teoremas, que corresponden a tres 
leyes fundamentales de la exponenciación 
cardinal. 


Teorema 11. Si BNC = 0,enionces APC 
= A? X AS, 


Teorema 12. (A X B)? = AS x B°. 


Teorema 13. (AP) = AP“, 
Anticipamos ahora la definición del en- 
tero 2, dada en el capitulo 5, para formular 
un teorema cläsico en la notaciön usual: el 
conjunto potencia PA es equipotente con 
24; 
Teorema 14. Si2 =1 0,{ 03}, entonces 
CA = 24, 
Demostración. Sea B € CA. Entonces exis- 
te una función ga € 24 tal que 


Osize B 
galx) = 

(0) size A ~B. 
Se ve fácilmente que 4 cada B corresponde 
una única gp, y para cada h € 24 existe un 
Único B € PA tal que h = gg, lo que esta- 
blece la correspondencia pedida. Q.E.D. 

Pasamos a definir, de la manera obvia, la 

relación < de ser igual o menor que. en poten- 
cia, lo que podemos llamar también, ser igual 
o menos potente que, aun cuando la frase 'me- 
nos potente” no es muy usual, 


Definición 2. 4 < B si y sólo si existe un 
conjunto C tal que A = C&CCB. 


Tres teoremas sencillos: 


Teorema 15. Si A = B, entonces A SB. 
Teorema 16. Si A C B, entonces A SB. 


Teorema 17. SIAS B&B <C, entonces 
A<C. 


Un teorema menos obvio, pero fundamen- 
tal para la teoria de la potencia de Cantor, 
es el siguiente, cuya demostracién es la mas 
dificil de todas las que se han dado en los 
primeros cuatro capitulos. 


cap. 4 


Teorema 18. [Teorema de Schréder- 
Bernstein] * Si A < B & B < A,entonces 
A=B 
Demostración. Siguiendo la hipótesis del 
teorema, suponemos que 


f aplica A sobre B, S B 


y que 

& aplica B sobre A, S A. 
Podemos mostrar que A y B tienen la misma 
potencia si podemos hallar un subconjunto K 
de A tal que g aplica B ~ f*'K sobre A ~ K. 
La A definida como sigue proporcionara la 
correspondencia apropiada: 

h = (IK) U GA ~K)), 


ya que 

el dominio deh = K U (A ~K) =A, 
y 
el recorrido de h = (J“K) U (g“(A ~ K)) 

= (PK) U (BSR) = B. 
En otras palabras, necesitamos hallar un 
subconjunto K de A tal que 
g“(B~J“K) = A ~K. 
Para este efecto demostramos ahora que, si 
definimos 
D={C: CCA&g(BAFÖO)SZA-C),, 


entonces U D es un K apropiado. 
Observamos primero que, si C, GA & 
C, SA y €, S Ca entonces 


BRE) Eg BIC), 


por tanto, 
O) A~g(BH~f'C)) EA —g (BC). 


* El teorema fue demostrado independientemente por 
E. Schréder y F. Bernstcin, hacia 1890. Debido a que el 
teorema fuc conjeturado por Cantor, se llama a veces el 
teorema de Cantor-Bernstein. La demostración que se da 
aquí está de acuerdo con la que dio Fraenkel (1953, pp. 
102-3) y la cual el mismo Fraenkel acredita a J. M. Whi- 
taker. 
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Mas aun, para el caso especial en que C € D, 
tenemos, 
(2) C C A ~g"(B ~ fC). 
(Esto se sigue de la definición de D y del 
hecho que para subconjuntos cualesquiera X 
y Y de A, XGA — Y, si y sólo si YOA~X) 
Puesto que todo C E D es un subconjunto de 
U D, concluimos, a partir de (1) y (2),que,si 
C € PD, entonces 
(3) CCA =g UB ~f UD). 
Por el teorema 63 del capítulo 2 podemos 
inferir, a partir de (3), que 
(4) UDEA=g*(B=f“UD). 
Ahora, sea 
(5) F = A ~g“(B =j*UD). 
Entonces, en virtud de (1), (4), (5) 
Ang (BUD) EA ~g"(B ~ J“F), 
o sea, 
FCA~g(B~f*F), 
por tanto, concluimos 
FED, 
O sea, 
(6) A~g*(B~ f*UD) S UD. 
A partir de (4) y (6), tenemos 
UD = A ~ g"(B ~ f“U D), 
lo cual, para K = U D,es equivalente a: 
g“(B ~ J“K) = A ~K, 
que es la conclusión pedida. Q.E.D. 


Tendremos ocasión de usar el leorema de 
Schróder-Bernstein en las demostraciones de 
varios teoremas subsiguientes. Por el mo- 
mento completamos nuestra lista de teoremas 
sobre la relación <. Principalmente tenemos 
el siguiente resultado de monotonía: 


Teorema 19. Si A $ B & CSD, entonces 
(Y siB n D = 0, entonces AUC < 
BUD, 
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di) AxC SBD, 
(ili) A® < BP, previsto que no se cum- 
plaque A=B=CEkKDAHO. 

Como consecuencia inmediata de (i) de 
este teorema, obtenemos: 

Teorema 20. 4 SA UB. 

Ahora definimos, de la manera esperada, 
la relación <de tener menor potencia. Deci- 
mos ‘no B < A’ como una abreviatura de 
‘no es el caso de que B 4”. 

Definición 3. A < B, si y sólo si AXB 
& no BSA. 
En el siguiente teorema se resumen tres resul- 
tados sencillos: 


Teorema 21. 
(i) No A <A; 
Gi) Si A<B, entonces no B x< A; 
Gii) Si A<B & B<C, entonces A <C. 
En el siguiente teorema se resumen algunas 
relaciones entre la equipotencia y la potencia 
relativa. 


Teorema 22. 
(i) Si A < B, entonces no B <A; 
(ii) S ALSB& B <C, entonces, A x C; 
(iti) SiAZ<B £ BSC, entonces A <C; 
(iv) AZB siy sólo si o A = B 0 A <B. 
Demostración. Demostramos solamente 
(iv). [Necesidad]. Supongamos que no A <B. 
Entonces, en vista de la definición 3, o no 
A<Bo BSA; pero, por hipótesis, 4 X B, asi 
que también, B SA. Por el teorema de Schró- 
der-Bernstein concluimos que A = B. 


[Suficiencia]. Si A = B,entonces, obvia- 
mente, A < B. Si A < B, entonces, por la de- 
finición 3, A < B. Q.E.D. 

Es de fundamental importancia el teorema 
de Cantor según el cual, todo conjunto tiene 
menos potencia que su conjunto potencia. 


Teorema 23. A< PA. 


Demostracién, La demostraciön hace uso 
del argumento basico empleado para cons- 
truir la paradoja de Russell en teoria de con- 
juntos intuitiva, si bien la demostraciön de 
Cantor fue histöricamente anterior a la para- 
doja de Russell. 
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La función fsobre A tal que para x en A 
fo) = tx} 
establece que 

a) ASEA, 
ya que el conjunto de conjuntos unitarios de 

. elementos de A es un subconjunto del con- 
junto potencia de A. 

Ahora supongamos A = @A bajo la fun- 
ción g, digamos (Dg = A & Gg = ÇA). De- 
finamos: 

B= {y:yoA&y Zgly)}- 
Por tanto, sobre la base de nuestra suposi- 
ción, debe existir algún x en A tal que 
g(x) = B. 
Pero podemos inferir fácilmente que 
XE g(x), si y sólo si xZ g(x), 
lo que es absurdo. Concluimos que nuestra 
suposición es falsa y que no es el caso de que 
A = PA; 2 partir de este resultado inferi- 
mos (1) y la contrapositiva del teorema de 
Schröder-Bernstein, © sea que no es el caso 
de que @A < A; esto establece el teorema. 
Q.E.D. 

El hecho más importante acerca de la po- 
tencia relativa de conjuntos, la cual no he- 
mos establecido aún, es la de que la potencia 
relativa de dos conjuntos es siempre compa- 
rable, o sea que tenemos siempre A<B, A = 
B o Bx A. Este resultado, conocido como la 
ley de tricotomia, no sölo requiere el axioma 
de escogencia en su demostraciön, sino que 
es equivalente a él, Diferimos esta demostra- 
ción hasta el capítulo 8, donde discutimos el 
axioma de escogencia con más detalle. La 
importancia de la tricotomía para la teoría 
clásica de números cardinales debe ser obvia: 
sin ella, dos cardinales cualesquiera dejan 
de ser comparables necesariamente; tal es- 
tado de cosas es inconveniente en cualquier 
teoría de cantidad, finita o infinita. 


EJERCICIOS 


|. Demostrar el teorema 2. 
2. Demostrar el teorema 7. 
3 Demostrar los teoremas 1} a 13. 
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4. Demostrar que si fes una función, entonces Df 

=f. 

5. Demostrar los teoremas 15 a 17. 

6. Demostrar que si B70, entonces A SA x B. 

7. Usar el teorema de Schréder-Bernstein para de- 
mostrar que,si AC BCC & A=C, entonces B =C. 
Reciprocamente, demostrar que este resultado implica 
el teorema de Schréder-Bernstein. 

8. Demostrar el teorema 19. 

9. Demostrar el teorema 21, 

10. Demostrar las partes (i) a (iii) del teorema 22. 

1} Demostrar que,si B=C & A< B,entonces A <C. 

12. Demostrar quesi ZAKyE BR AU fr} = 
BU {y},entonces A = B. 


$ 4.2 Conjuntos finitos. La noción del sen- 
tido común es la de que un conjunto es fini- 
to cuando tiene exactamente n elementos 
para algún entero n no negativo. Si no es fi- 
nito, entonces es infinito. Esta idea del sen- 
tido común es técnicamente buena y la usa- 
remos en lo que sigue, pero también es 
instructivo tratar de encontrar una definición 
de finitud que no requiera referencia explicita 
a los números. Tal enfoque es también intui- 
tivamente bueno, ya que continuamente juz- 
gamos que un conjunto es finito, sin una idea 
clara de su cardinalidad. Por ejemplo, cual- 
quiera cree que el conjunto de los cabellos 
de las cabezas de todos los clérigos zurdos y 
ojiazules que vivieron en 1900 es finito, pero 
probablemente ninguno podría estimar con 
alguna aproximación la cardinalidad de este 
conjunto. 

Dedekind [1888] propuso una definición 
no numérica.* Un conjunto finito se caracte- 
riza por no ser equipotente con ninguno de 
sus subconjuntos propios. La consideración 
de ejemplos simples de conjuntos finitos su- 
giere que esta definición es intuitivantente 
aceptable. Nótese, desde luego, que no esta- 
mos buscando alguna definición arbitraria 
de finitud, sino una definición según la cual 
sean finitos aquellos conjuntos que son fini- 


* Este enfoque fue sugerido independientemente por 
Peirce, aproximadamente al mismo tiempo. (Véase Peirce 
11932, Vol. IH, pp. 210-249]) 
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tos en el sentido de tener n elementos, para 
algún entero n. 

Por aceptable que pueda parecer la defi- 
nición de Dedekind, ella requiere el axioma 
de escogencia para demostrar que todo con- 
Junto finito de Dedckind es finito en el senti- 
do ordinario. Esta demostración se dará en 
el capitulo 8. 

Muchas otras definiciones alternas de fi- 
nitud han sido propuestas por Zermelo, Rus- 
sell, Sierpinski, Kuratowski y Tarski, para 
mencionar los más conocidos. En Tarski 
[1924b], se da una visión sistemática y com- 
pleta y se propone la definición de Tarski. 
Ya que la definición de Tarski es simple y 
no requiere el axioma de escogencia para de- 
mostrar su equivalencia con la definición 
numérica ordinaria, la adoptaremos aquí. 
Los desarrollos de esta sección siguen muy 
de cerca el artículo de Tarski. 

La idea es la de que un conjunto es finito 
cuando una familia de subconjuntos, no va- 
cía, del conjunto dado tiene un elemento del 
cual ningún otro miembro de la familia es 
un subconjunto propio. Esto es, en la termi- 
nología de la definición 26 del capitulo 3, 
toda familia no vacía de subconjuntos tiene 
un elemento mínimo con respecto a la rela- 
ción C de ser un subconjunto propio. For- 
malmente, definimos tanto los elementos mí- 
nimos como los máximos. 

Definición 4. 

(i) x es un elemento minimo de A, si 
y sólo si x EA & x es un conjunto 
& para todo B, si B € A, entonces 
no BC x; 

Gi) x es un elemento mínimo de A, si 
y sólo si x EA & x es un conjunto 
& para todo B, si B € A, entonces 
nox CB. 

Por ejemplo, si 

A= (1,2, 33, 


K= (112), (0), (3)), 


K, = (10, {1,3}, A}, 
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entonces los conjuntos (1) y (3) son elemen- 
tos mínimos de K,; el conjunto vacío es el 
elemento mínimo de K,. Obviamente, cual- 
quier otra familia, no vacía, de subconjuntos 
de A tiene un elemento mínimo. Por otra 
parte, consideremos el conjunto N de ente- 
ros positivos y consideremos la familia F de 
subconjuntos {N Na.. .; Nay...) donde 
N, es 
N~({1,2,..., m-1}. 


Entonces, claramente, F no tiene elemento 
minimo y esta situaciön es tipica de los con- 
Juntos infinitos. Los elementos mäximos de 
K, son los conjuntos (1, 2} y{3} y el único 
elemento máximo de K, es el mismo con- 
junto A. 

La definición de Tarski, a diferencia de la 
de Dedekind, no requiere la noción de equi- 
potencia. Sin embargo, más adelante, en esta 
sección, demostraremos algunos teoremas 
acerca de la equipotencia y potencia relativa 
de conjuntos finitos, que nos referirán a las 
ideas de la sección precedente. 


Definición 5. A es finito, si y sólo si toda 
familia de subconjuntos de A tiene un 
elemento mínimo. 


Nos referimos ahora a algunos teoremas 
elementales. Las demostraciones de los dos 
primeros son muy simples. 

Teorema 24, El conjunto vacio es finito. 
Teorema 25. {x} es finito. 

Teorema 26. Si A es finito y B G A, en- 
tonces B es finito. 

Demostración. Sea K una familia no vacía 
de subconjuntos de B. Ya que BC A, Kes 
una familia no vacía de subconjuntos de A 
y por la hipótesis del teorema debe tener un 
elemento mínimo. Q.E.D. 

Teorema 27. Si A es finito, entonces 
ANByA ~B son finitos. 
Demostraciön. Notamos que 
ANBCA, 


ASBCA, 
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y entonces se aplica el teorema precedente. 

Q.E.D. 

La demostraciön de que la uniön de dos 
conjuntos es finita es mas dificil. 


Teorema 28. Si A y B son finitos, enton- 
ces A U Bes finito. 

Demostraciön. Sea K una familia no vacia 
de subconjuntos de A UB. Para establecer 
el teorema es necesario demostrar que X tie- 
ne un elemento minimo. 


Definimos: 
(1) L= {C: CCA&IDEB tal que 
CUDER). 


La siguiente consideraciön muestra que L no 
es vacio. Sea E algün elemento de K. Enton- 
ces C = E N A es un elemento de L, pues 
podemos tomar a D como E ~ A. 

Puesto que A es finito, L tiene un elemen- 
to mínimo, digamos C*. Observamos: 

(2) CEL 

(3) c* is A. 

Definimos ahora 

M = (E: ECB& EUC* €K}. 

En virtud de (2) y (3), M no es vacío; puesto 
que B es finito, M, como L, tiene un elemen- 
to mínimo, digamos E*. 
Ahora tenemos: 


(4) EP cM 
(5) E* CB 
(6) E* UC? EK. 


Para completar ła demostración, demos- 
tramos que E* UC* es un elemento mínimo 
de K. Supongamos, por vía de contradicción, 
que existe un conjunto G tal que 


(7) GEK 
(8) G C E* uc. 
Ahora, a partir de (3) y (5),vemos que 
(9) Gnc* cc’ ca 
(10) Gok GE*CB 


y,a partir de (8), 
G1) G = (Enc*)ut@nE*r). 
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A partir de (7), (9), (11) y la definición de L, 
inferimos 


dne EL, 
y puesto que C* es un elemento mínimo de L, 
(2) Gnc*t =C*. 


Ahora, a partir de (7), (11) y (12), 
(GNE*)uc* EK, 

asi que, recordando (10), 
GNE* EM. 

Puesto que £* es un elemento mínimo de M, 

(13) CNE* = E*. 

A partir de (11), (12) y (13) concluimos que 
G = C*UE*, 

lo que contradice (8) y demuestra que nues- 

tra suposición es falsa. Q.E.D. 


Como consecuencia inmediata de los teo- 
remas 25 y 28, tenemos: 


Teorema 29. Si A es finito, entonces 
AU (x) es finito, 


Realizamos ahora la formulación y de- 
mostración de un principio de inducción para 
conjuntos finitos. Como veremos, tal prin- 
cipio puede usarse como definición de con- 
juntos finitos, hecho que fue reconocido por 
Whitehead y Russell en Principia Mathe- 
matica (Vol. 11, *120.23). Una formulación 
esquemática del principio de inducción para 
los enteros no negativos es como sigue: 

Si 
(i) +(0) 
Gi) (Wa)(e(n) > eln + 1). 
entonces (Vn)e(n). 
En el capitulo siguiente demostramos este 
principio para los enteros. El principio de 
inducciön correspondiente para un conjunto 
finito agrega la hipótesis de que el conjunto 
es finito y sustituye a (ii) por 


(VIV Bz € A & (B) > p(BU(z)), 


la idea es la de que, si el conjunto A es finito, 
partimos del conjunto vacio y agregamos ele- 
mentos de 4, uno cada vez, hasta que agote- 
mos a A. 

La demostración del teorema relativo a 
inducción para conjuntos finitos se facilita 


secc. 4.2 


si se dispone de la noción ya definida de ele- 
mento máximo de una familia de subconjun- 
tos. Las demostraciones de los dos teoremas 
acerca de los elementos máximos se dejan 
como ejercicios. 
Teorema 30. Toda familia no vacia de 
subconjuntos de un conjunto finito tiene 
un elemento máximo. 
El segundo teorema es el recíproco del teo- 
rema 30 y los dos a la vez muestran que un 
conjunto finito puede ser definido en térmi- 
nos de toda familia no vacía de sus subcon- 
juntos que tienen un elemento máximo. 
Teorema 31. Si toda familia, no vacía, 
de subconjuntos de un conjunto A tiene 
un elemento máximo, entonces A es fi- 
nito. 
Estamos listos ahora para el primer teore- 
ma de induceiön. 


Esquema teoremätico 32. Si 


(i) A es finito, 
(ii) (0), 
Gi) (vD(VBEAEBCAL (B) 
> o(Bu {x})),enionces (A). 
Demostracion. Supongamos que valen (i) 
y di). Definimos 
(1) K= {B: BO A& ¢(B)}. 
El conjunto K no es vacio, ya que 0 GA y 
(0); además, 0 € K. Por tanto, en virtud del 
teorema 30 y (i), K tiene un elemento máxi- 
mo, digamos B. Queremos demostrar que 
B = 4, y por tanto ¢(4). Supongamos que 
ocurriera que B = A. Sobre la base de (1), 
B CA, asi que, 
ABO. 
Sea z € A ~B. Entonces, Bufx} CA yen 
virtud de (iii), ¢(BU[z}); por tanto, 


BuUlz} EK, 


lo que contradice que B sea un elemento 
maximo de K y demuestra que nuestra supo- 
sición es falsa, Q.E.D. 

Tomando p(B) como ‘B € K’ inferimos in- 
mediatamente, por el teorema 32,la siguiente 
formulación ‘conjuntista’ de inducción para 
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conjuntos finitos. Es importante notar que 
el recíproco se cumple; a saber, el teorema 
32 se sigue del teorema 33 si hacemos K = 
tB: BECA & AB). 


Teorema 33, 
(i) A es finito, 
(ii) OCK, 
Gi) (VO(VB(+EAEBCAGBE 
K—=BU(z) € K) entonces Ac K. 


En el siguiente teorema se establece que esta 
propiedad inductiva de los conjuntos finitos 
puede usarse para caracterizarlos. 


Teorema 34. A es finito, si y sólo si A 
pertenece a todo conjunto K que satisface 
(ii) y (iii) del teorema 33. 
Demostración. La necesidad se sigue del 
teorema 33. Para demostrar la suficiencia, 
supongamos que A pertenece a todo conjun- 
to K que satisface (ii) y (iii). Sea K, la fami- 
lia de todos los subconjuntos finitos de A. 
En virtud del teorema 24, 0 € K,. Más aún, 
si BEK, y x CA, entonces, por el teorema 29, 
BuU {z} € K,, de donde, por hipótesis, A € 
K,, asi que es finito. Q.E.D. 
La definición de Sierpinski (1918), modifi- 
cada ligeramente por Tarski, se da en el teo- 
rema siguiente, cuya demostración es seme- 
jante a la del que precede. 


Teorema 35. A es finito, si y sólo si A 
pertenece a todo conjunto K tal que 
O EK 
GD si x CA, entonces {x} € K, 
(iii) si BE K& C CK, entonces BU 
CEK. 

La definición de Sierpinski fue modificada 
por Kuratowski [1920] y proporciona el si- 
guiente teorema, cuya demostración se deja 
como ejercicio. 

Teorema 36. A es finito, si y solamente 
si el conjunto potencia @ A es el único 
conjunto K que satisface las condiciones: 


(i) KQOA, 
Gi) OE K, 
(iii) sí x € A, entonces {x} € K, 
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si B CK&C EK, entonces B 
U CEK. 


Nuestro objetivo siguiente es demostrar 
algunos hechos concernientes a la finitud del 
conjunto potencia y del conjunto suma de un 
conjunto dado. Demostramos antes un teo- 
rema preliminar, el cual establece que, si po- 
demos aplicar A sobre B y A es finito, en- 
tonces B es finito. 

Teorema 37. Si A es finito y f es una 
función cuyo dominio es A y cuyo reco- 
rrido es B, entonces B es finito. 


(iv) 


Demostraciön. Definimos 
K=(C: COA &S€ es finito). 


Queremos demostrar, por inducción, (usando 
el teorema 33) que A € K, por tanto B es fini- 
to, ya que f“A=B. Primero observamos, de 
manera inmediata, que 0 CK porque OC A 
y f*0 = 0. Supongamos, para la segunda 
parte de la inducción, que x € A y CEK Ne- 
cesitamos demostrar que CU {x} € K. Obvia- 
mente, CU(x]C A. Puesto que fes una fun- 
ción, fx) es un conjunto unitario y, por tan- 
to,finito (teorema 25); ya que C € K, f*Ces 
finito. Por consiguiente, en vista del teorema 
28, ($*C)Uf“fx)] es finito. Pero, en virtud del 
teorema 35 del capítulo 3, 


fuCutz)) = (fC) ussiz), 
y (Cu {x})es finito. Concluimos que 


Culxick, 


lo que completa la demostración. Q.E.D. 


Teorema 38. Si un conjunto es finito, en- 
tonces su conjunto potencia es finito. 


Demostraciön. Como en la demostraciön 
precedente, definimos un cierto conjunto y 
luego demostramos por inducciön que A es 
un elemento de él. Definimos: 


K = {B: BCA & OB es finito). 


De nuevo es obvio que 0 € K. Supongamos, 
como es usual, para la segunda parte de la 
inducción, que B € Ky x € A. Si x € Bla 
inducción es inmediata, asi que podemos su- 
poner que x g B. Claramente, BU{z}C A. 
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Queda por demostrar que el conjunto poten- 
cia, (BU {z}). es finito, dado que PB es fi- 
nito, para demostrar que BU{z} € K. De- 
finamos: 

d) J = {(C,Cu{z}): CE eB} 
Demostramos ahora que f es una funciön 
cuyo recorrido es (BU {z}) ~ OB. (Obvia- 
mente el dominio de fes @ B.) Es evidente, 
por (1),que fes una función. El problema es 
demostrar que su recorrido es el conjunto 
pedido. Si C € @B, entonces 

Cufz} € (BU {z}) ~ OB 

ya que x ¢ B. Por otra parte, si 

De o(Bu{z}) ~ oB, 
D~ {T} € OB, 
(D ~ {2}, D) Ef. 
Concluimos que @(BU{z]) ~ PB es el re- 
corrido de f. Aplicando ahora el teorema pre- 
cedente y usando la hipotesis inductiva de 
que © Bes finito, inferimos que (BU {z}) 
~ OB es finito. 

Notamos que 

@(Bu {z}) = (C(BU {1}) ~ PB)UCB 
y ya que, en virtud del teorema 28, la uniön 
de dos conjuntos finitos es finita, obtenemos 
que @(BU{z}) es finito; por tanto, 
Bu{cjek, 
lo que completa la inducción. Q.E.D. 

Dejamos como ejercicio la demostración 

inductiva del siguiente teorema. 


entonces 


por consiguiente, 


Teorema 39. Si A es finito y todo con- 

Junto que es elemento de A es finito, en- 

tonces UA es finito. 
Los dos últimos teoremas se pueden usar 
para demostrar cada uno el recíproco del 
otro, esto es, el teorema 39 es útil para de- 
mostrar el recíproco del teorema 38 y vice- 
versa. Dejamos estos dos reciprocos como 
ejercicios. 

Teorema 40. Si @ A es finito, entonces 

A es finito. 


Teorema 41. Si A es una familia de con- 
juntos y UA es finito, entonces A es fi- 
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nito y todo conjunto que sea un elemenio 
de A es finito. 


Nötese que el teorema 41 no es exactamente 
el reciproco del teorema 39, pues la hipötesis 
adicional requiere que A sea una familia de 
conjuntos, Obviamente, U 4 podria ser finito 
y A infinito, siempre que 4 tenga solamente 
un número finito de conjuntos como elemen- 
tos, ya que los elementos de A no contribu- 
yena UA. > 

Consideramos ahora algunos teoremas so- 
bre equipotencia de conjuntos finitos. La de- 
mostración del primero se sigue, de una vez, 
a partir del teorema 37. 


Teorema 42. Si A es finito y A = B, en- 
tonces B es finito. 


Teorema 43. Si A es finito y B <A, en- 
tonces B es finito. 


Demostración. Dado que B < A, entonces 
existe un subconjunto C de A tal que B= C; 
pero ya que A es finito, teniendo en cuenta 
el teorema 24, C es finito, así que por el teo- 
rema anterior y la simetría de la equipoten- 
cia, B es finito. Q.E.D. 

Se mencionó, al final de la sección ante- 
rior, la ley de tricotomía, o sea, el teorema 
que afirma que para dos conjuntos A y B 
tenemos siempre: A <B, A =B, B <A y esta 
ley es equivalente al axioma de escogencia. 
Sin embargo, sin el axioma de escogencia po- 
demos demostrar, por inducción, la ley de 
tricotomía, si uno de los conjuntos es finito. 


Teorema 44. Si A es finito, entonces 
A<B, A=BoB<A. 
Demostraciön. La inducciön se realiza so- 
bre subconjuntos de A. Definamos: 


K= {C: CGA&(C<B,C=BoB<Q)). 


Claramente, 0 € K, pues si B = 0, entonces 
0 = B;si B 0, entonces 0 < B. Para la se- 
gunda parte de la inducciön suponemos, co- 
mo es usual, que C € K y que x € A; quere- 
mos demostrar que CU{z} € K. El caso no 
trivial ocurre cuando x ¢ C. Por hipótesis, 


C<B, C=B,0 B<C. 
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Estas tres posibilidades llevan a los tres casos: 


Caso 1. C < B. Entonces existe un subcon- 
junto propio D de B tal que C =D, bajo la 
función f, digamos. Puesto que D es un sub- 
conjunto propio de B, existe un y en B ~ D; 
por tanto, 


JUL, Y) 
establece que 
Cutz} = Duty), 
asi que 
Cu{z} < B, 


lo cual implica 
Cu{z}=Bo Cu {xz} <B, 
y, por consiguiente, 
CUr} EK. 


Caso 2. C =B. Puesto que CECU(x), se 
cumple que C=CU{x} o que C <CU{x}. Si 
subsiste la primera alternativa, entonces CU 
{x} = B. Si subsiste la segunda, entonces B 
< CU{x}, En cualquier caso se sigue que CU 
VER 


Caso 3. B<C. Ya que C<CUf[z], tenemos, 
de una vez, que B<CU(x), así que CU(z) 
EK. Q.E.D. 

Es una consecuencia fácil del teorema que 
se acaba de demostrar (y de algunos resulta- 
dos precedentes) que un conjunto finito tiene 
siempre menos potencia que uno que no es 
finito. 


Teorema 45. Si A es finito y B no lo es, 
entonces AxB. 


Podemos demostrar ahora el importante 
teorema de que un conjunto finito (en el sen- 
tido de Tarski) es un conjunto finito de De- 
dekind. Como se observó ya, toda demostra- 
ción conocida de este teorema requiere el 
axioma de escogencia. Para referencia futura, 
es conveniente definir formalmente la fini- 
tud de Dedekind. 


Definición 6. Un conjunto es finito se- 
gún Dedekind, si y solamente si no es 


68 


equipotente a ninguno de sus subconjun- 
tos propios. 
Demostramos ahora: 


Teorema 46. Si un conjunto es finito, en- 
tonces es finito segün Dedekind. 


Demostración. Supongamos, contrario al 
teorema, que Á es un conjunto finito con un 
subconjunto propio B tal que 

A=B 


bajo la función f, digamos. Definimos 

K= (0: CCARGSOCCC. 
Puesto que f“A = B y BC A, vemos de una 
vez, que A € K. Así que la familia K de sub- 
conjuntos de 4 no es vacía; además, puesto 
que A es finito, K tiene un elemento mínimo, 
digamos D. En consecuencia, 


0) DEK 
pues FDCD y Des un elemento mínimo. 
Por otra parte, en vista del hecho que D = f“D 
y f“DC D, tenemos que 

jef“D) CD, 

asi que 

(2) MDEK, 
pero (1) y (2) son, conjuntamente, absurdos 
y nuestra suposición es falsa. Q.E.D. 

Dejamos como ejercicio demostrar tres 
consecuencias interesantes del teorema ante- 
rior. La tercera de éstas, que es equivalente 
al axioma de escogencia, ha sido demostrada 
por Tarski [1924a], cuando se ha eliminado 
la restricción a conjuntos finitos. 


Teorema 47. Si A es finito y B CA, en- 
tonces BA. 
Teorema 48. Si A, B y C son finitos y si 
A <ByBn C = 0, entonces 
AUC < BUC. 
Teorema 49. Si A, B, C y D son finitos 
ySiAZ<B, C<Dy BND = 0, entonces 
AUC < BUD. 
En el siguiente teorema se da una propie- 


dad de conjuntos finitos, muy ligada a la fi- 
nitud de Dedekind. 
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Teorema 50. Si A es finito y 1g A enton- 
ces AXAU fx}. 
Cerramos el desarrollo sistemätico de esta 
sección con dos útiles teoremas, el primero 
de los cuales demostramos. 


Teorema 51. El producto cartesiano de 
dos conjuntos finitos es finito. 


Demostración. Sean A y B conjuntos fi- 
nitos. Si uno de los dos es vacio, A X B = 0, 
de modo que podemos suponer que ninguno 
es vacio. Definimos 


C=(4X1y):y CB}. 
Observamos que 
UC=AXB. 


Además, sobre la base del teorema 8, 


A=AX {yl}, 


por tanto, en virtud del teorema 42, A x |} 
es finito. Pero C = B, y por consiguiente C 
es finito; además se sigue del teorema 39 que 
UC es finito. Q.E.D. 


Teorema 52. Si A y B son finitos, enton- 
ces A® es finito. 

Se pueden obtener propiedades adiciona- 
les de conjuntos finitos y definiciones equi- 
valentes ulteriores, introduciendo nociones 
de orden; pero no trataremos estos tópicos 
aquí, excepto en algunas notas informales. 
Para más detalles, se refiere al lector a Tarski 
[1924b]. Stickel [1907] propuso que los con- 
juntos finitos se definiesen como aquellos 
que pueden ser doblemente bien ordenados. 
Más exactamente, A es finito si y sólo si exis- 
te una relación R tal que R y R bien-ordenan 
A. Esta definición es equivalente, como se 
puede demostrar, a la definición de Tarski 
usada aquí (véase el teorema 37 del capitu- 
lo 5). 

Algunos lectores pueden estar desconten- 
los porque no se ha dicho nada esencial 
acerca de los conjuntos infinitos. Esta omi- 
sión ha sido deliberada, pues hasta que no 
se introduzca el axioma de infinitud y se de- 
muestre la existencia del conjunto de los car- 
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dinales finitos o de los ordinales finitos, no 
se puede demostrar nada de mucho interés 
respecto de los conjuntos infinitos. Tales con- 
Juntos se consideraran en la parte final del 
capitulo siguiente. 

EJERCICIOS 

| Dar un ejemplo, diferente del que sc ha dado en 
el texto, de una familia no vacia de conjuntos que no ten- 
gu un elemento minimo o un elemento maximo. 

2. Demostrar los teoremas 24 y 25. 

3 Demostrar los teoremas 30 y 31, 

4 Dar un ejemplo intuitivo para demostrar que el 
tcorema 33 falla si se omite la hipótesis de que A sea 
finito. 

§ Demostrar el teorema 35. 

6. Demostrar el teorema 36. 

7. Demostrar el leorema 39. 

8. Demostrar los teoremas 40 y dl. 

9. Demostrar el teorema 42. 

10. Demostrar el teorema 45, 

Il. Demostrar los tcoremas 47 a 49. 

12. Demostrar el teorema 50. 

13. Demostrar que cualquier subconjunto de un con- 
junto que es finito, según Dedekind, es también finito, 
según Dedekind. 

14. Demostrar que,si A=B y A es finito según Dede- 
kind, entonces 8 es finito según Dedekind. 

15. Demostrar que si B<A y A es finito según Dede- 
kind, entonces 2 es finito según Dedekind, 

16 Demostrar el teorema 52. 


§ 4,3 Números cardinales. La definición de 
Frege-Russell de números cardinales es bella 
en su simplicidad. El número cardinal A del 
conjunto 4 es la clase de todos los conjuntos 
equipotentes con A, esto es 

qd) A = |B: B=A}. 

Cantor uso la doble barra para indicar dos 
niveles de abstracción. La primera barra sig- 
nifica que se abstrae de la naturaleza parti- 
cular de los elementos del conjunto; la se- 
gunda barra, que se abstrae de su orden. 
(Estas ideas algo vagas de abstracción están 
representadas por la definición formal clara 
de A.) 

Podemos, como ejemplo, definir los cardi- 
nales finitos cero, uno y dos. (Agregamos un 
sub-indice ‘f’ para indicar que estamos si- 
guiendo la discusión original de Frege y de 
Russell .) 0, = {0}, 
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o sea que 0; es el conjunto de todos los con- 
juntos que no tienen elementos; 
ly = (4: IDECALI(IVN (YE A 
>1=yv)), 
esto es, |, es el conjunto de todos los conjun- 
tos unitarios; una definición equivalente, 
usando la relación de equipotencia, es: 
1, = (4: A=10)1. 
Procedemos en forma similar para definir: 
2, = 14: A=[0, 1033), 
o, de manera equivalente, 
2, = (4: AAA YA cAkycAdze 
Ay & (Wz) CA G2 =2tV2z=y))}. 
Tenemos entonces resultados como 
{Edgar Guest, T. 8. Eliot} € 2, 
y vemos que 2, es simplemente el conjunto 
de todas las parejas. 
También será útil, para propósitos de com- 
paración, formular la definición clásica de 


adición entre números cardinales. Para ma- 
yor claridad establecemos: 
mes un número cardinal > (3A)(m = A). 
Definimos entonces: 
Si m y nson números cardinales, entonces 
(2) m+n=[C: JA)\IBKAcm&Be 
n& ANB = 0&C=AUB)}. 
La idea intuitiva de esta definición debe ser 
clara: el número cardinal que es la suma de 
dos números cardinales m y n es el con- 
junto de todos los conjuntos que son equi- 
potentes a un conjunto que consiste de la 
unión de un elemento de m y un elemento 
de n, previsto que los dos conjuntos ele- 
mentos sean disjuntos. Por ejemplo, tenemos: 


{C. P. Snow} € 1,, 
{Jane Austen, Elizabeth Bowen} € 2,, 
asi que, 
2 +1,= 1p + 2, = A: A={C, P. Snow}u 
{Jane Austen, Elizabeth Bowen} }. 
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De una vez es obvio también que 
Z + ly = 3s 
ya que 
{C. P. Snow, Jane Austen, 
Elizabeth Bowen} € 37. 


Los desarrollos correspondientes de (1) y 
(2) en teoria de conjuntos intuitiva son real- 
mente bonitos, pero dentro de nuestro en- 
foque axiomatico no podemos demostrar que 
el conjunto A es diferente del conjunto vacio. 
Hay por lo menos tres caminos que podemos 
tomar para obtener los nümeros cardinales 
en la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraen- 
kel. Uno es introducir una nueva idea pri- 
mitiva y un axioma especial para nümeros 
cardinales, que es lo que haremos en este 
capitulo. Un segundo camino es definir los 
numeros cardinales como cierto tipo de nü- 
meros ordinales. Esta definicién requiere el 
axioma de escogencia para demostrar que 
todo conjunto tiene un nimero cardinal; esto 
se verä en el capitulo 8. Un tercer camino es 
operar con los axiomas actuales (y mas ade- 
lante con el axioma de infinitud) por medio 
de la nociön de range de un conjunto, pero 
esta construcción es más bien complicada y 
no se discutirá aquí. 

El axioma especial que introducimos re- 
quiere una nueva idea primitiva, a saber, la de 
número cardinal de un conjunto A (en sim- 
bolos, x (A )). La idea intuitiva del axioma 
debe ser clara. Nos gustaría seguir a Frege y 
a Russell y definir los números cardinales 
como clases de equivalencia de conjuntos 
equipotentes, pero no podemos demostrar 
que existen las clases de equivalencia apro- 
piadas. Así que postulamos que con cada 
conjunto A está asociado un objeto K (4), el 
número cardinal de A, tal que con dos con- 
juntos equipotentes asociamos el mismo nú- 
mero cardinal. Nótese que, sobre la base de 
este axioma y de los otros axiomas introdu- 
cidos, no podemos demostrar que el número 
cardinal de un conjunto es él mismo un con- 
junto. Formalmente, el axioma para números 
cardinales es: 

K(4) = K(B) = A=B. 
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Más aún, junto con la introducción del nue- 
vo término primitivo “K” necesitamos exten- 
der la definición de la fórmula primitiva que 
aparece en §2.1 para incluir este término. 
Esta extensión amplía también el campo de 
acción del esquema axiomático de separa- 
ción. Cualquier definición o teorema que de- 
penda del nuevo axioma o que use el nuevo 
término primitivo ‘X’ estará marcado con 
opt Ok 

Hasta donde yo sé, el primer uso explici- 
to de este nuevo axioma se encuentra en 
Tarski [1924a]; en este articulo Tarski se 
propone demostrar que cierto conjunto de 
aserciones acerca de los nümeros cardinales 
es equivalente al axioma de escogencia. Na- 
turalmente para este efecto necesitö construir 
los numeros cardinales sin usar el axioma de 
escogencia. Los desarrollos sistematicos de 
este capitulo no siguen el articulo de Tarski, 
el cual esta relacionado con cuestiones mas 
avanzadas y especiales que las que estamos 
interesados en considerar en este momento. 
Una de las mejores presentaciones no axio- 
mäticas de las ideas tratadas en esta secciön 
se encuentra en los capitulos 2 y 5 de Sier- 
pinski [1928] (véase también Sierpinski 
[1958]). 

Nuestro principal objetivo en esta secciön 
es desarrollar la aritmética elemental de los 
nümeros cardinales. No distinguiremos entre 
cardinales finitos e infinitos en esta etapa. Si 
bien se pueden demostrar unos pocos teore- 
mas especiales acerca de cardinales infinitos, 
nada de mucho interés es posible sin el axio- 
ma de infinitud y el conjunto de cardinales 
finitos. En efecto, la presente sección puede 
aprovecharse para apreciar cuánta aritméti- 
ca elemental de cardinales es independiente 
de la distinción entre conjuntos finitos e in- 
finitos. 


* Nótese que, independientemente del axioma, pode- 
mos demostrar que 

qd) (Az) (K(A) = 2), 
una vez que admitimos el término primitivo“K”,pues es 
una verdad de lógica que K(A)=K(A), y (1) es una con- 
secuencia lógica de esta verdad. 
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Usamos letras alemanas minúsculas ‘m’, 
iw’, y, q, Y, con o sin sub-indices para sim- 
bolizar números cardinales. Definimos para 


cualquier objeto x: 


+Definicion 7. x es un número cardinal 
si y sólo si existe un conjunto A tal que 
K(A) = z. 


Pero, como antes, en situaciones similares, 
omitiremos la hipótesis ‘es un número cardi- 
nal’ en los teoremas y definiciones subsi- 
guientes y usaremos el tipo especial de letra 
indicado ya. Las demostraciones de la mayor 
parte de los teoremas se siguen directamente 
de los teoremas apropiados de $ 4.1. 

Una herramienta importante en lo que si- 
gue es el teorema que afirma que, dados dos 
números cardinales cualesquiera, podemos 
determinar dos conjuntos mutuamente dis- 
juntos que corresponden a los dos números 
cardinales. 


jTeorema 53. Existen conjuntos A y B 
tales que 


G) ANB=0, 
(ii) X(4) =m, 
Gi) RB) = n. 


Demostración. En vista de la definición 7, 
existen conjuntos A’ y B' tales que K(A”) = 
m y K(B’) =n ; además, en virtud del teo- 
rema 9, existen conjuntos A y B tales que 
ANB=0,4= A’y B= Bi Por el axio- 
ma para cardinales, entonces, K(A) = m y 
KB) =n. . Q.E.D. 

Podemos definir la adición de una manera 
muy similar a la de Cantor, pero primero 
necesitamos demostrar el teorema justificante 
apropiado. 


tTeorema 54. Existe exactamente un nú- 
mero cardinal p y existen conjuntos A y 


B tales que 

(i) ANB =0, 
(ii) x(4) = m, 
Gi) x(B) = n, 


(iv) K(AUB) = p. 
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Demostración. (i) - (iii) se siguen inmedia- 
tamente, a partir del teorema precedente y 
la existencia de p es una verdad de lögica. 
Queremos demostrar que p es independiente 
de los conjuntos particulares A y B. 

Supongamos que existieran los conjuntos 
A' y B' y un número cardinal p’ tal que 


a) A'NB’ =0 
(2) x(4”) =m 
(3) o KB) =1 

(4) K(A'UB') = y”. 


Se sigue del axioma para cardinales y de (2) 
y (3) que 

(5) A'=A 

(6) B'=B. 
En virtud del teorema (4) inferimos de (5) y 
(6) que 

A'UB' = AUB, 
por consiguiente, por el axioma para cardi- 
nales, 
K(A’UB’) = K(AUB) 
o sea 
vH 

que era lo que se queria demostrar. Q.E.D. 


Con el teorema 54 a la mano, podemos 
definir la adición entre números cardinales. 


+ Definición 8. m +n = p si y sólo si 
existen conjuntos A y B tales que 


(i) ANB=0, 
Gi) (A) = m, 
Gii) x(B) =n, 
(iv) (AUB) = p. 


Podemos demostrar fácilmente que la adi- 
ción entre cardinales es conmutativa y aso- 
ciativa. 


Teorema 55, m+n=n+m. 


Demostración. En virtud del teorema 53, 
existen conjuntos A y B tales que ANB = 0, 
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K(A) =m, y K(B) =n, por tanto, por la 
definiciön 8, 


x(AUB) =m-+n, 


y 

K(BUA) =n+m, 
pero 

AUB = BUA, 

por consiguiente 

mtn=n+m. Q.E.D. 

Teorema 56. (m+n) + p= m+ 
(1 + p). 


Demostración. La demostración se sigue 
de la asociatividad de la operación unión 
entre conjuntos. Q.E.D. 

Definimos el número cardinal 0 de la 
manera obvia, lo mismo que los números 
cardinales 1 y 2. 


+ Definición 9. 


0 = x(0) 
1 = x(f0)) 
2 = K({0, [0}}). 


Y tenemos el teorema cuya sencilla demos- 
tración omitimos: 


+ Teorema 57. m + 0 = m. 


Nos referimos ahora a la multiplicación 
entre cardinales. La idea simple consiste en 
que la multiplicación entre cardinales co- 
rresponde al producto cartesiano entre con- 
juntos, que es, obviamente, el caso para los 
cardinales finitos. Asi, si A tiene 3 elementos 
y B tiene 4 elementos, entonces A X B tie- 
ne 3.4 = 12 elementos. 

De nuevo necesitamos un teorema justifi- 
cante. 


{Teorema 58, Existe exactamente un nú- 
mero cardinal p y existen conjuntos A y 


B tales que 
G) K(A)=m 
Gi) K(B) = 4 


ii) K(A X B) =p. 
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Demostración. (i)-(ii) y la existencia de p 
son inmediatas. Supongamos ahora que exis- 
tiesen conjuntos 4”, B’ y un número cardinal 
p’ tales que 


(1) KA) =m 
(2) KIB) =n 
(3) K(A’ X B’) =p. 


Entonces (1), (2) y el axioma para cardinales 
dan: 
4 =A 

B'=B, 

por tanto, por el teorema 5, _ 
f AX B=AXB, 
asi que, 
K(A’ X BY = K(A X B); 

y entonces 


r 


y= p. Q.E.D. 

Denotamos la multiplicación, como es 

acostumbrado, mediante yuxtaposición; oca- 

sionalmente se usará un punto para efecto 
de claridad. 


f Definición 10. mn = psi y sólo si exis- 
ten conjuntos A y B tales que 


(i) «(A) =m 
äi) K(B) =n 
(ii) KIAXD=n. 


La conmutatividad y la asociatividad de 
la multiplicaciön cardinal se siguen, de una 
vez, del hecho que la operación producto 
cartesiano entre conjuntos tiene esas propie- 
dades en lo que respecta a equipotencia. 


+ Teorema 59. 
Demostración. Usar el teorema 6. 
+ Teorema 60. (mn)p = m(np). 
Demostración. Usar el teorema 7. 
+ Teorema 61. m-1 =m. 


nu = nm. 


Demostración. Sea 
x(A) = m. 
Sabemos que 
K({0}) = 1, 


secc. 4.3 
y a partir de la definiciön de multiplicación 
K(A x f0) =m-1, 


pero, sobre la base del teorema 8, sabemos 
que 


AX {0} = A, 


por consiguiente, 


K(A x 10)) =m 
asi que, 


m-i=m. QED. 


Dejamos como ejercicio la demostracion 
del teorema segün el cual la multiplicaciön 
cardinal es distributiva con respecto a la adi- 
cién cardinal. 

Teorema 62. m(n + p) = mn + mp. 


El conjunto A? de todas las funciones de 
B hacia A es la base para definir exponen- 
ciación de cardinales. Comenzamos, como es 
usual, con el teorema justificante, cuya de- 
mostración omitimos en este caso. El teore- 
ma preciso que debe usarse en la demostra- 
ción es el teorema 10 de $ 4.1. 


t Teorema 63. Existe exactamente un nú- 
mero cardinal y y existen los conjuntos A 
y B tales que 


(i) K(A) = m, 
(ii) KB) =n, 
(iii) KAM) = p. 
+ Definición 11. m" = p si y solamente 
si existen conjuntos A y B tales que 


(i) K(A) =m, 
Gi) K(B) =n, 
(ii) (42) = p. 


Escogiendo el teorema apropiado de $4.1 
se demuestran fácilmente los tres siguientes 
teoremas acerca de exponentes. 


+ Teorema 64, m"*? = mn, 
Teorema 65. (mn)? = mr, 


+ Teorema 66. (mM) = m”. 
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Tambien podemos demostrar fäcilmente: 
+ Teorema 67. m! = m. 
+ Teorema 68. m’ = 1. 
+ Teorema 69, Sim » 0 entonces, 0" = 0. 


Concluimos esta secciön con algunos po- 
cos teoremas sobre desigualdades entre nú- 
meros cardinales. 


f Definición 12. m<nsi y solamente si 
existen conjuntos A y B tales que 


(i) K(A)=m 
Gi) «(By =n 
Gi) A <B. 


Se demuestra fácilmente que 


+ Teorema 70. m <n siy solamente si, 
para todos los A y los B, si K(A)=my 
Xx(B) = n,entonces A < B. 


A partir de los teoremas 1 y 15 se sigue, de 
una vez, que 
+ Teorema 71. 
Usando el teorema 17, podemos demostrar: 
+ Teorema 72, Sim<n y n < p, enton- 
ces m <p. 
A partir del teorema de Schróder-Berns- 
tein (teorema 18), inferimos que S es antisi- 
métrica. 


m<m. 


tTeorema 73. Si m<n y n <m, en- 
tonces m = n. 

También ocurre que las tres operaciones 
introducidas son monotönicas con respecto 
a la relación < . La demostración se sigue 
directamente del teorema 19 de $4.1. 


j Teorema 74. Si m < n y m < nienton- 
ces 
(i) m+m sat, 
Gi) mm’ < m, 
Gi) m < on™, 
Sobre la base del teorema 20, tenemos: 
Teorema 75, m< m+n. 


Podemos definir la desigualdad estricta, de la 
manera aritmética. 
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+Definición 13. m < n si y solamente si 
min ymxn 


Podemos demostrar entonces: 


+ Teorema 76. m < n sí y solamente si 
existen conjuntos A y B tales que 


(i) x(4) = m, 
Gi) K(8) = n, 
(iii) A < B. 


Tenemos tres propiedades obvias enuncia- 
das en el siguiente teorema, que corresponde 
al teorema 21. 

t Teorema 77. 


(i) Nom < m, 
Gi) si m <n, entonces no n <m, 
Gii) si m < nya < p, entonces m < y. 


Nótese que la aserción m < n, m = n, O n< 
m es simplemente la ley de tricotomia para 
números cardinales. Como se puntualizó ya, 
la equivalencia de esta ley con el axioma de 
escogencia se demostrará en el capitulo 8. Lo 
que es también importante y sorprendente, 
es que, si preguntamos bajo qué circunstan- 
cias subsisten las propiedades de monotonía 
expresadas en el teorema 74, con respecto a 
la desigualdad estricta <, la respuesta es, 
como demuestra Tarski [1924a], que (iii) no 
se cumple y tanto (i) como (ii) son equiva- 
lentes con el axioma de escogencia. 

Una propiedad importante que podemos 
demostrar sin el axioma de escogencia es: 


t Teorema 78. m < 2”. 


Demostraciön. Seleccionemos A de modo 
que 


(A) = m. 
Entonces 
K({0, 10114) = 2%, 
Ademas, en virtud del teorema 14, 
oA = (0, (0134, 
y en vista del teorema 23 


A < @A, 
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por tanto, por el teorema 22, 
A < {0, (0}}4 
Asi que por el teorema 76, 
m< 2", Q.E.D. 


Ei teorema siguiente establece que no hay 
un número cardinal que sea el mayor de to- 
dos. La demostración sigue las líneas de la 
deducción de la paradoja de Cantor, que se 
discutió en §1.4. 


Teorema 79. Para todo m existe un n 
tal que m <n. 


Demostración. Supongamos que no; esto 
es, supongamos que hay un número cardinal 
m mayor que todos. En virtud de la defini- 
ción 7, existe entonces un conjunto 4 tal que 


K(A) =m. 
Por otra parte, a partir del axioma para nú- 
meros cardinales, sabemos que existe un n 


que es el número cardinal del conjunto po- 
tencia de A, o sea, 


R(PA) = ù. 


En vista del teorema 23, 
A < @A, 
asi que, por el teorema 76, 
m <n, 


lo que es contrario a nuestra suposiciön. 
Q.E.D. 
Definimos la noción de sucesor m! de un 
número cardinal m, para usarla en relación 
con la teoría de cardinales finitos en la sec- 
ción siguiente. En la teoría de los números 
ordinales, el sucesor de cualquier conjunto 4 
es AU{A} OAU[xjpara zg A. Es adecuado 
un enfoque similar aquí. 
+ Definición 14. m! = n sí y solamente si 
existe un conjunto A tal que K(A) =m 
& K(AU{A}) = nn. 


Concluimos esta sección con tres teoremas 
acerca de la función sucesor y una definición 
más. 
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+ Teorema 80, Si m! = nl entonces m=n. 
Demostración. Sea 
(A) =m 
x(B) =n. 
Entonces, por hipótesis, 
AU{A} = Bu{B} 


bajo la funciön f, digamos. Entonces, A = 
B bajo la función g definida por 


JIA si f(A) = B 
9 = Y GUIGB), AY) A, HAD), FI 
(B), BN 


Pero ya que A = B se sigue, del axioma pa- 
ra números cardinales, que m=nm. Q.E.D. 
Teorema 81. m= m+ L 


+ Teorema 82. No es el caso de que exis- 
ta un n tal que m <n < ml, 


Demostración. Supongamos que hubiese 
un n tal; sea 2 


R(A) =m 
K(B) =n. 
Entonces, por hipótesis 
(1) A<B 
(2) B < AU{A}. 


Supongamos que (2) se ha establecido por 
una función f, digamos. Debe haber un sub- 
conjunto propio C de AU{A} tal que 

B=C 
bajo f. Supongamos que A mismo no está en 
el recorrido de f; entonces B < A, lo que con- 
tradice (1) y el teorema 22 de § 4.1. Asi que 
A estå en el recorrido de f y debe existir un 
elemento x en A ~C. Definamos la función 
h por: 

h = (JUEGA), D ~ EA, AM 

Entonces, claramente, 

BA 
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bajo h, lo que contradice de nuevo (1), asi 
que nuestra suposiciön es absurda. 
Q.E.D. 

Definamos, también para su uso en la 
sección siguiente, el conjunto de todos los 
precedentes de un número cardinal. Sin usar 
el esquema axiomático de sustitución. el cual 
se introduce más adelante, no podemos de- 
mostrar que para un cardinal arbitrario este 
conjunto no es vacío, pero podemos demos- 
trar esto por inducción, para cardinales fini- 
tos mayores que 0. 

t Definición 15. g(m) = [n:n < m}. 

Asi que, Q(0) = 0 y q(1) = {0}. 

Todo teorema de aritmética que se for- 
mule en esta seccién debe ser familiar al lec- 
tor, desde el punto de vista de expresar una 
propiedad de los nümeros naturales dados 
intuitivamente. Es importante recordar que 
estos teoremas subsisten también para cardi- 
nales infinitos o transfinitos y que no toda 
propiedad familiar de los números naturales 
es compartida por los cardinales infinitos. 
Por ejemplo, si m es un cardinal finito, en- 
tonces 


m<m+l, 


como era de esperarse, pero si mes un cardi- 
nal transfinito, 


m=m-+l. 


También la suma de dos cardinales transfini- 
tos es siempre igual o menor que su producto, 
lo que no es cierto para cardinales finitos 
(ya que 1 +2 >1-2). 

En caso de que el lector esté confundido 
por el uso de las frases “cardinal finito”, ‘car- 
dinal infinito”, “cardinal transfinito”, puede 
decirse que los tópicos denotados por esas 
frases se explicarán más adelante. En la sec- 
ción siguiente discutiremos los cardinales 
finitos y en la parte final del capitulo siguien- 
te, distinguiremos entre cardinales infinitos 
y cardinales transfinitos; m es un cardinal 
infinito si existe un conjunto infinito A tal 
que K(A) = m ; m es un cardinal transfinito 
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si existe un conjunto 4, infinito según De- 
dekind, tal que K(A) = m. Como es obvio, 
a partir de las notas de la sección que trata 
de conjuntos finitos, cualquier demostración 
conocida requiere el axioma de escogencia 
para demostrar que un cardinal es infinito si 
y sólo si es transfinito. 


EJERCICIOS 
Demostrar en detalle el teorema 56. 
Demostrar el teorema 57. 
Demostrar el teorema 62. 
Demostrar el teorema 63. 
Demostrar los teoremas 64 a 66. 
Demostrar los teoremas 67 a 69, 
Demostrar el teorema 70. 
Demostrar el teorema 73, 
9. Demostrar el teorema 76. 
10. Para cada uno de los casos siguientes, demostrar 
que se cumple o dar un contra-ejemplo. 
(a) (AB) < K(A), 
(b) K(A~B) < KB), 
(c) Si BS A, entonces 
K(B), 
(d) K(A NB) = K(A) si y solamente si ACB, 
(e) K(A x (B~C)) = Osi y solamente si A = 
00B=00B=C. 
11. Demostrar el teorema 81. 
12. Considérese la definición 15. Con los axiomas da- 
dos atrás, ¿qué dificultad se encuentra al tratar de demos- 
trar que n € Q(m) si y sólo sin < m? 


RADAR 


K(A) = K(A~B) + 


$ 4.4 Cardinales finitos. Ahora combina- 
mos los resultados de las secciones que tra- 
tan de conjuntos finitos y de nümeros cardi- 
nales, para definir los números cardinales (a 
los cuales llamaremos cardinales finitos por 
brevedad) y demostramos que ellos tienen las 
propiedades que se esperan de los números 
naturales dados intuitivamente (es decir, en- 
teros no negativos). Al usar la frase “números 
naturales dados intuitivamente” no queremos 
implicar que los números naturales son enti- 
dades abstractas bien definidas, distintas, 
pero con muchas propiedades en común con 
los cardinales finitos. Los matemáticos han 
estado de acuerdo por algún tiempo sobre lo 
que deben ser las propiedades esenciales de 
los números naturales. En esta sección de- 
mostramos que los cardinales finitos —y mas 
adelante los ordinales finitos— tienen estas 
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propiedades, aun cuando los cardinales fi- 
nitos y los ordinales no son necesariamente 
las mismas entidades. 


Hay, desde luego, una distinciön esencial 
entre nuestra construcciön de los cardinales 
y la de los ordinales. Los ordinales son con- 
juntos particulares, especificos, en tanto que 
los cardinales son objetos que no podemos 
clasificar aún como conjuntos o individuos. 
A este respecto nuestra posición con respecto 
al carácter de los cardinales es semejante a 
la del matemático laborioso respecto a los 
números naturales: no está interesado en una 
definición explícita de los números naturales 
en términos de otras entidades conocidas, 
sino solamente en conocer sus propiedades 
matemáticas esenciales. En particular requie- 
re que los números naturales satisfagan a los 
cinco axiomas de Peano, los cuales pueden 
formularse en lógica elemental, independien- 
tes de la teoría de conjuntos. Estos axiomas 
están basados en tres símbolos primitivos: el 
predicado “es un número natural”, el simbo- 
lo de operación unaria “° para la función su- 
cesor (intuitivamente, x! = x + 1), y la cons- 
tante individual ‘0’ para el número cero. Los 
axiomas de Peano son: 


Pl. 0 es un número natural. 

P2. Si x es un número natural, entonces 

xt es un número natural. 

P3. No existe ningún número natural x 
tal que xt = 0. 

P4. Six y y son números naturales y 
xt = yl entonces x= y. 

PS. Si (0) y para cualquier número na- 
tural x,si p(x) entonces p(x!), en- 
tonces, para todo número natural x, 
PQ). 


El axioma P2 dice que el sucesor de cual- 
quier número natural es un número natural. 
El axioma P3 dice que cero no es el sucesor 
de ningún número natural, o sea que expresa 
el hecho intuitivamente obvio de que no hay 
número natural x tal que 


x+l1=0 
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El axioma P4 afirma que la funciön sucesor 
es 1-1. El axioma P5 es realmente un esque- 
ma axiomatico que expresa el principio de 
inducción para los números naturales. 

Es una pregunta apropiada y no una vana 
especulación filosófica, la de por qué los ma- 
temáticos están casi uniformemente de acuer- 
do sobre los axiomas de Peano. Antes de que 
se formularan axiomas adecuados, se demos- 
traron teoremas difíciles y profundos sobre 
los números naturales. Los axiomas putati- 
vos que no dieron lugar a esos teoremas de- 
bieron ser excluidos, porque parece que, 
independientemente de cualquier axioma, 
existe una noción bastante precisa de lo que 
es verdadero o falso respecto de los números 
nalurales. El autor no está preparado para 
hacer una descripción exacta de esas nocio- 
nes intuitivas y sería demasiada divagación 
el examinar lo que otras personas han dicho 
sobre estos tópicos. Pero debería puntuali- 
zarse que, decir que los números naturales 
son los cardinales finitos o los ordinales fini- 
tos, no significa hacer una descripción exacta, 
pues esas ideas intuitivas pero precisas acer- 
ca de los números naturales se usan, ellas 
mismas, para decidir si la identificación pro- 
puesta es aceptable. 


Prosiguiendo ahora con los desarrollos for- 
males, definimos cardinales finitos como car- 
dinales de conjuntos finitos, donde por con- 
junto finito se entiende un conjunto finito en 
el sentido de Tarski.* 


t Definición 16. x es un número cardinal 
si y solamente si existe un conjunto fi- 
nito A tal que K(A) = xt 


Comenzamos por demostrar los axiomas 
de Peano para los cardinales finitos. 


* No he visto desarrollada la teoría de cardinales fini- 
tos, sobre esta base, en la literatura; pero parece ser un 
enfoque bastante natural. 


t No introducimos un tipo de letra especial para car- 
dinales finitos, pues reservamos las letras minúsculas en 
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+Teorema 83. 0 es un cardinal finito. 


Demostraciön. Es inmediata, a partir de la 
definiciön 9 y del teorema 24. 


Teorema 84. Si m es un cardinal finito, 
entonces m! es un cardinal finito. 
Demostración. Sobre la base de la hipóte- 
sis de que m es un cardinal finito, existe un 
conjunto finito A tal que K(4) =m, y en 
virtud de la definición de la función sucesor, 


K(AU{A}) = m 


y se sigue del hecho que 4 es finito y del teo- 
rema 29 que 4UfAjes finito; por consiguien- 
te, m! es un cardinal finito. Q.E.D. 


+Teorema 85. No hay ningún cardinal | 
finito m tal que ml =Q. 


Demostración. Supongamos, por vía de 
contradicción, que hubiera un tal m. Supon- 
gamos que K(A) = m. Entonces, a partir de 
la definición de 0 y sucesor y del axioma 
para cardinales, 


AU(A] =0, 


lo que es absurdo, Q.E.D. 

La demostración del axioma P4 de Peano 
para cardinales finitos es inmediata a partir 
del teorema 80 y no necesita ser formulado. 

Finalmente, para demostrar el principio 
de inducción para cardinales finitos usamos 
el principio de inducción para conjuntos fi- 
nitos (teorema 33). 


Esquema teoremático 86. Si 
© p0), 
(i) para todo cardinal finito m si p(m) 
entonces g(m), 
entonces, para todo cardinal finito m, p(m). 


Demostración. Supongamos que hubiera 
un cardinal finito m para el cual (m) es 


bastardilla ‘m’, ‘n’, p', q, y para ordináles finitos. La 
razón para esto es la de que en el capítulo 6 construimos 
los números racionales y los reales a partir de los ordi- 
nales finitos, en lugar de los cardinales finitos, para no 
hacer que esta construcción dependa del axioma para nú- 
meros cardinales. 
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falso. Sea A un conjunto finito tal que K(A) 
= m. Deducimos una contradicción, por 
inducción sobre subconjuntos de 4. Defina- 


mos: L= {B: BCA & ¢{K(B))}. 


A partir de (i) de la hipötesis, sabemos que 
0€ L. Supongamos ahora para la inducción 
que BEL y z€ A ~ B. A partir de la defi- 
nicion de Z el conjunto B es finito porque es 
un subconjunto del conjunto finito A. Que- 
remos demostrar que (K(BU {z})). Obser- 
vemos primero que, evidentemente, 


(1) Bu {B} = Bur}. 

Sea X(B) = n. Entonces, por (ii) de la hipó- 
tesis y del hecho que B €L y por tanto p(X 
(B)), inferimos ¢(n'), pero 

(2) K(BU{B])=n!, 
por consiguiente, a partir de (1), (2) y del 
axioma para cardinales, 

K(BU {x|)=n', 
asi que 9(K(BU{z})) y BU(jEL. Se sigue 
entonces, del teorema 33, que A € L y, por 
tanto, P(K(A)), esto es, p(m), lo que contra- 
dice nuestra suposición. Q.E.D. 

Cimentando en estos cinco teoremas y en 
el desarrollo general de la aritmética cardi- 
nal de § 4.3, se construye fácilmente la arit- 
mética elemental completa de adición, mul- 
tiplicación y exponenciación. 

Formulamos, sin demostración, cuatro 
teoremas acerca de la relación menor que. Las 
demostraciones son inmediatas, a partir de 
hechos relativos a conjuntos finitos, demos- 
trados en § 4.2. 


¡Teorema 87. Si m es un cardinal finito, 
entonces m < m +1. 

Teorema 88. Si m es un cardinal finito 
y n no lo es, entonces m < n. 

Teorema 89. Si m es un cardinal finito 


y n < m, entonces n es un cardinal finito. 


+Teorema 90. Sim es un cardinal finito, 
entonces n <m,n=m,om<mn 


Concluimos esta sección con una sucesión 
de teoremas que conducen al resultado de 
que < bien-ordena cualquier conjunto de 
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cardinales finitos. Primero demostramos, por 
inducción, que el conjunto Q(m) de los pre- 
cedentes de un cardinal finito m no es vacío 
si m es mayor que 0. 


Teorema 91. Si m es un cardinal finito, 
entonces n€ Q(m) si y solamente si n < 
m. 


Demostracién. Teniendo en cuenta el ca- 
racter de la definición por abstracción, usa- 
da para definir Q(m), es claro que para esta- 
blecer el teorema necesitamos demostrar que, 
para todo m, existe un conjunto A tal que, 
para todo n, u€ A si y solamente si n < m. 
Para m = 0, podemos tomar A=0. Para la 
segunda parte de la inducción, suponemos 
que existe tal conjunto A para m. Pero es fá- 
cil ver que 

B = Aufm} 


es el conjunto apropiado para m + 1, esto 
es, bajo la hipótesis inductiva para A, n € B 
si y solamente si n < m + 1. Q.E.D. 

Tampoco es dificil demostrar que si m es 
un cardinal finito, entonces Q(m) tiene m 
elementos. 


tTeorema 92. Si m es un cardinal finito 
entonces X(Q(m)) = m. 


A continuación queremos demostrar que 
< bien-ordena Q(m), cuando m es un cardi- 
nal finito. Tal como se presentan las cosas, 
el símbolo ‘<’ no designa un conjunto, como 
no lo designan ‘=’ y ‘ C’, pero, con una res- 
tricción apropiada, siguiendo los lineamien- 
tos usados para la identidad en el capitulo 2. 
se puede obtener la entidad teörica conjun- 
tista requerida. 

tDefiniciön 17. <jA = [(n,m):nc Ad 
mecA&u< m}. 


(Notese que hemos usado la barra vertical 
de restricción definida en el capítulo 3 debi- 
do a su sugestividad, aun cuando realmente 
‘aqui el símbolo completo /<| es un símbolo 
de operación unaria.) Es muy simple aplicar 
el esquema axiomático de separación para 
obtener: 
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tTeorema 93, n <| Am sí y sólo si 
nNCAGR MECA dun <m. 


Para evitar la notación engorrosa, es conve- 
niente definir: 


+Definición 18. <„ = <lQ(m). 
Podemos entonces demostrar por inducción 
(usando el teorema 86) que 


+Teorema 94. Si m es un cardinal finito, 
entonces m bien-ordena Q(m). 


Demostración. Obviamente <, bien-orde- 
na Q(0), ya que Q(0) es vacío. 
Para la segunda parte de la inducción, supo- 
nemos que 


qd) <m bien-ordena Q(m). 


Ahora es obvio, a partir de las definiciones 
pertinentes, que 


am!) = Q(m)U {m}. 


Necesitamos demostrar que cualquier sub- 
conjunto no vacío A de Q(m!) tiene un <m- 
primer elemento, pues la conectividad de 
Q (ml) bajo la relación dada se sigue del teo- 
rema 90. (Estas son las dos condiciones re- 
queridas para que <m bien-ordene Q(mb), 
confröntese la definiciön 27 del capitulo 3.) 
Si AS Q(m), entonces que A tiene un <m- 
primer elemento se sigue de la hipötesis in- 
ductiva (1). Al otro extremo, si A = {m}, se 
sigue de una vez la conclusión pedida. La 
tercera posibilidad, a saber, que no AZ Q(m) 
y A Qn) 4 0, es igualmente simple. A — 
Im} S om) , asi que A — [m] tiene un mi 
primer elemento, digamos n, y claramente 
n<m, por consiguiente, nes también el 
< m -primer elemento de A, lo que completa 
nuestra demostraciön inductiva. Q.E.D. 
Finalmente, demostramos: 


+Teorema 95. Cualquier conjunto A de 
cardinales finitos es bien ordenado por 
<A 


Demostración. Si A es vacío no hay nada 
que demostrar, asi que podemos suponer que 
A #0. La conectividad de <|A se sigue del 


EQUIPOTENCIA, CONJUNTOS FINITOS Y NUMEROS CARDINALES 79 


teorema 90. Sea B un subconjunto no vacio 
de 4. Para completar la demostración nece- 
sitamos demostrar que B tiene un <A - pri- 
mer elemento, Escojamos un elemento m de 
B. Si B Nn8ím) = 0 entonces, claramente, 
mes el <|A-primer elemento de B. 

Si BNQ(m) % 0, sea 


C = BN Om). 
Obviamente. si nEC y pOB~C, 
qd) n<p, 


pero, ya que C es un subconjunto no vacio 
de Q(m),en virtud del teorema precedente, C 
tiene un <m-primer elemento, digamos n*, 
y en vista de (1) no hay dificultad en demos- 
trar que n*es el < | A-primer elemento de B. 
Q.E.D. 
Debe notarse que no hay esperanza de 
demostrar, sin el axioma de escogencia, el 
análogo del teorema 95 para un conjunto de 
cardinales arbitrarios, pues la conectividad 
del conjunto es simplemente la ley de trico- 
tomía. 
EJERCICIOS 


Demostrar los teoremas 87 y 88. 
Demostrar los teoremas $9 y 90. 
Demostrar los teoremas 92 y 93. 


wN e 


En los siguientes ocho ejercicios, supöngase que M, 
n, P y 9 son cardinales finitos. 

4. Demostrar que, si m-n = p, entonces 

5. Demostrar que n< m +n. 
Demostrar que, si M < Tl, entonces M-+P< n + 
p. 

7. Demostrar que, si m + p < n + p, entonces M< 
n. 

8. Demostrar que, sim < 14 p < q, entonces M+ 
pin+4, 

9. Demostrar que, sim < n & p +0, entonces mp 
< np. 

10. Demostrar que, si mp < np, entonces <n 

11. Demostrar que, sim Cné&p<q, entonces mpy 

ng. 

12. Sea R la relación cuyo campo es el conjunto de los 
cardinales finitos. Demostrar que existe una función f 
gon; DR = Df y / ZR.(Esta aserción, quitada la restric- 
ción a cardinales finitos, es una forma del axioma de es- 
cogencia.) 


m <p. 


Capitulo 5 


Ordinales finitos y conjuntos 
enumerables 


$ 5.1 Definiciön y propiedades generales de 
los ordinales. En este capitulo desarrollare- 
mos primero, con alguna extensión, la teoría 
general de los números ordinales, siguiendo 
las ideas de von Neumann [1923]. Luego di- 
rigimos nuestra atención hacia los ordinales 
finitos cuya teoría desarrollamos indepen- 
dientemente de la de los cardinales finitos de 
la sección final del capítulo anterior e inde- 
pendientemente del axioma especial para nú- 
meros cardinales. La teoría de los números 
ordinales no depende de este axioma en 
ninguna parte de éste o de los capítulos sub- 
siguientes. En la última sección de este ca- 
pitulo consideramos la teoría de-los conjun- 
tos enumerables y retornamos brevemente a 
la teoría de los números cardinales. 


La teoría de ordinales finitos dada en este 
capítulo es ciertamente más complicada que 
la de los cardinales finitos del capitulo 4, 
pero tiene la gran virtud de no depender de 
axioma especial alguno. Cuando la teoria de 
números cardinales se hace independiente- 
mente de este axioma especial y del axioma 
de escogencia por el uso de la noción de ran- 
go de un conjunto (véase Scott [1955]), es, 
en sus fases iniciales, más complicada que 
la teoría de los ordinales. Este enfoque, vía 
el concepto de rango, no se seguirá aquí. 

Comenzamos con alguna descripción de la 
teoría clásica de Cantor para números ordi- 
nales. Esta teoría depende de definir primero 
la noción de tipo de orden y luego de desig- 
nar los números ordinales como ciertos tipos 
de orden especiales, a saber, los tipos de or- 
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den de los conjuntos bien ordenados. Infor- 
malmente hablando, un tipo de orden es el 
conjunto de todos los conjuntos simplemente 
ordenados que se pueden poner en corres- 
pondencia 1-1 con un conjunto dado, sim- 
plemente ordenado, de modo que se “preser- 
va” el orden. Para precisar más, es deseable, 
para efectos de claridad, tratar con parejas 
ordenadas: A = (A, R) es una estructura de 
orden simple, si y solamente si R es una or- 
denación estricta simple de A. Clásicamente, 
se suprime la referencia a la ordenación R y 
se usa una sola barra sobre 4 para indicar 
el tipo de orden. Seremos más explícitos. Pri- 
mero definimos la noción de dos estructuras 
de orden simple que son semejantes, para 
captar la noción de un orden que preserva 
la correspondencia 1-1. La definición no ne- 
cesita la suposición de que las parejas son es- 
tructuras de orden simple; se sigue un forma- 
to común en álgebra abstracta, lo que ex- 
plica el uso de las letras alemanas Y y ‘8’. 
(Esta definición es un caso especial de la de- 
finición general de isomorfismo de sistemas 
algebraicos.) 
Definición 1. 
(i) A = (A, R) es semejante,bajo fia 

B = (B, S)si y solamente si 

(a) [es una función 1-1, 

©) Df =A y @f = B, 

(c) para todo x, y CA xRy si y so- 

lamente si f(x)Sf()). 

A = (A, R) es semejantea B = (B, 

S) si y solamente si existe una f 

tal que U es semejante, bajo f a Y. 


(ii) 
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Obviamente la notación A = (4, R) en el de- 
finiendum no satisface nuestras reglas for- 
males de definición. Deberíamos tener: 
A es semejante, bajo f, a Y si y solamen- 
te si existen conjuntos A. B, R y S tales 
que A = (A, E}, B = (B, S) y... 
Pero el uso que hemos seguido está más di- 
fundido y es intuitivamente más claro. Si, 
por ejemplo, 


A=11,2, 3) 
B=1(3,5,7) 
R = menos que restringido a A 


S = más que restringido a B, 
entonces (A, R) es semejante a (B, 5), pues 
podemos tomar como función apropiada: 

f= (1,7), (2, 5), (3, 3)). 

En teoría de conjuntos intuitiva definiria- 
mos, si no fuera por las paradojas: si % es 
una estructura de orden simple, entonces 

(1) A= 8:8 es semejante a 4). 


La dificultad con (1) es exactamente la difi- 
cultad encontrada con la definición corres- 
pondiente de números cardinales: no pode- 
mos demostrar que la clase de equivalencia 
A, que es el tipo de orden de Al, no es vacía. 
El desarrollo fácil y natural de la teoría del 
tipo de orden requeriría la introducción de 
un nuevo axioma como el axioma para car- 
dinales. * 

Debe mencionarse que los tipos de orden 
se pueden definir simplemente en términos 
de relaciones; si R es una ordenación simple, 
entonces 

R = (8: (85,5) es semejante a (SR, RY} 


* Podemos mencionar los cuatro tipos de orden más 
importantes y sus nombres comúnmente aprobados. Así, 

w es el tipo de orden de (N, <), donde N es el conjun- 
to de los números naturales; 

w* es el tipo de orden de (N, >), o también el tipo de 
orden de los enteros negativos menor que; 

n es el tipo de orden de (Rac, < }, donde Rac es el 
conjunto de los números racionales; 

A es el tipo de orden de (Re, < ), donde Re es el con- 
junto de los números reales. Cada uno de esos tipos de 
orden puede caracterizarse en forma abstracta (ver, por 
ejemplo, Sierpinski [1928]). 
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pero ninguna de las dificultades de (1) se evi- 
tan con este enfoque. 

En vista de las dificultades para la defini- 
ciön por abstracciön de los nümeros cardina- 
les o de los tipos de orden, es en realidad 
una suerte que, para el caso especial de los 
nümeros ordinales, los cuales son cläsicamen- 
te tipos de orden de conjuntos bien ordena- 
dos, se pueda adoptar un recurso que no 
requiere axiomas especiales para respaldarlo. 
La idea consiste en escoger precisamente un 
representante de cada tipo de orden que sea 
un ordinal y llamar a este representante el 
ordinal. O sea que, en el caso de las buenas 
ordenaciones, estamos de hecho capacitados 
para construir un ejemplo definido de cada 
buena ordenación posible, lo que no pode- 
mos hacer en el caso de ordenaciones ar- 
bitrarias. Los representantes definidos que 
escogemos se construyen a partir del conjun- 
to vacío: 


1 = (0) 
2 = (0,101) = {0,1} 


3 = 10,10), 10, 103)) = 10, 1,2) 


Cada ordinal tiene como elementos a todos 
los ordinales más pequeños y la relación de 
pertenencia proporciona la buena ordenación 
adecuada. Esta construcción se debe a von 
Neumann [1923]. Su adecuación intuitiva 
para proporcionar un representante de cada 
tipo de buena ordenación se puede explicar 
por medio del siguiente argumento informal, 
por el cual estoy reconocido a Dana Scott. 

Sea R una buena ordenación de A. Quere- 
mos dar un método de asociar una nueva bue- 
na ordenación con R, que no dependa de la 
naturaleza particular de los elementos de A. 
Dicho de otra manera, queremos definir una 
función, digamos f sobre A que proporcio- 
nará un representante apropiado definido co- 
rrespondiente a la ordenación debida a R. 
La definición es como sigue: Sea a, el R-pri- 
mer elemento de A. Hacemos 


fla) =0. 
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Sea a, el siguiente elemento de A bajo R. 
Hacemos 


fla) = Yan 
= {0}. 
En forma similar, para a, 


Fay) = (fía), fad} 
= (0, (013, 


y para cualquier entero n 


Fan) = la), flay), «+ f(dn-1)}- 


Por otra parte, esta construcciön se puede 
extender más allá de los enteros. En general, 
el valor de f para cada elemento a es simple- 
mente el conjunto de los valores de la fun- 
ción, de los elementos que preceden a a en 
la ordenación R. Formalmente, para todo a 
en A, 


Ja) =$ Ea). 


Además, no es dificil demostrar que para 
aAbEA 


aRb si y solamente si fía) € f(b). 


Por otra parte, si S bien-ordena By (A, B) 
es semejante a (B, S) bajo la función g, di- 
gamos, entonces, para a en A, 


Fla) = lala), 


donde f’ se construye para (B, 5) como se 
construyó f para (A, R}. Las funciones f y f’ 
han aplicado las dos buenas ordenaciones 
sobre un representante adecuado que sustitu- 
ye las relaciones R y S por un fragmento de 
la relación de pertenencia. Así, en lugar de la 
definición por abstracción tenemos un proce- 
dimiento sencillo y natural para representar 
cualquier buena ordenación por medio de la 
relación de pertenencia. En el capítulo 7 
(teorema 81) demostramos que esta repre- 
sentación es posible siempre. 

Ahora procedemos a la construcción for- 
mal de los ordinales. Se necesitan algunas 
nociones preliminares. Comenzamos con la 
definición de “fragmentos” de la relación de 
pertenencia. Definimos una relación 8 A que 
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corresponde a la pertenencia del mismo mo- 
do que 4 A corresponde a la identidad. 


Definición 2. 6A = (my): reA&ye 
Adzeyl. 


Principalmente en virtud del esquema axio- 
mätico de separaciön, tenemos: 


Teorema 1. (r, y) € 84 
si TEAGYCAGICY. 
Definición 3. A es completo si y sola- 
mente si todo elemento de A es un sub- 
conjunto de A. 
Ilustraremos esta noción con algunos ejem- 
plos. Sean 


A, = {James Joyce, {0}}. 
A, = {0, {0}}. 


Entonces A, es completo pero A, no lo es. 
Nótese que no podriamos definir la comple- 
tez por la condición: 


si y solamente 


(1) Para todo x,si x € A,entonces x CA, 


porque la definición de *C” era condicional 
y no puede hacerse decisión alguna respecto 
a la relación de inclusión para individuos. 
Por ejemplo, con (1) como definiens no esta- 
riamos en posibilidad de decidir si { James 
Joyce) es completo. La formulación, en pala- 
bras, de la definición 3 implica que todo ele- 
mento de un conjunto completo es un con- 
junto. 


Tenemos el resultado simple: 


Teorema 2. Si A y B son completos, en- 
tonces A N B y A U B son completos. 
Podemos ahora formular la definición de 
los ordinales, que se presenta en la forma 
sencilla debida a Robinson [1937]. 


Definición 4. A es un ordinal si y sola- 
mente si A es completo y & A hace conexo 
aA. 
La adecuación de esta definición depende del 
axioma de regularidad. Sin la consideración 
de ese axioma necesitamos algo como lo si- 
guiente: 4 es un ordinal, si y solamente si 
(i) E&A bien-ordena A, 
(11) A es completo. 
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La condición (i) prohibe una sucesión des- 
cendente infinita de elementos de A, lo cual 
se prohibe también en el axioma de regula- 
ridad. Sin este axioma tenemos, 


0 = {0}, 10] = {0, [0] ), ete. 


En el resto de esta sección demostranlos 
algunos teoremas generales acerca de los or- 
dinates, la mayor parte de los cuales se nece- 
sitan para la construcción de los ordinales 
finitos en la sección siguiente. Comenzamos 
por demostrar que todo ordinal esta bien or- 
denado por la relación de pertenencia. Como 
es de esperarse, por las anotaciones anterio- 
res, la demostración depende del axioma de 
regularidad. 


Teorema 3. Si A es un ordinal, entonces 
&A bien-ordena A. 

Demostración. Ya que A es un ordinal, 84 
hace conexo a A; necesitamos demostrar so- 
lamente que todo subconjunto no vacio B 
de A tiene &A-primer elemento. Por el axio- 
ma de regularidad y el hecho que todo ele- 
mento de B es un conjunto, existe un con- 
junto C en B tal que 


BNC =0. 


Por tanto, ningún elemento de B es también 
un elemento de C, asi que C es un & A-pri- 
mer elemento de B. Q.E.D. 

La demostración del siguiente teorema usa 
hechos relativos a las &A-secciones estableci- 
das en $3.2. 


Teorema 4. Si A es un ordinal, BC A y 
B es completo, entonces B € A. 


Demostración. En vista del teorema 3, sa- 
bemos que & A bien-ordena A. Además, 
puesto que B es completo, si x 8 Ay y y € B, 
entonces x € B. Por tanto, B es una & A-sec- 
ción de A, asi que, en virtud del teorema 69 
de $ 3.2, existe un z en A tal que 


0) B= {z: cE A&ZEAZ}. 


Pero ya que A es completo, todo elemento 
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de z es un elemento de A y (1) se reduce sim- 
plemente a 


B= {r:r}, 
o sea, 
B=z, 


y z es un elemento de 4. Q.E.D. 


Teorema 5. Si A y B son ordinales, en- 
tonces AC B si y sólo si A € B. 
Demostración. Si A C B, entonces, puesto 
que A es completo, por el teorema preceden- 
te, A € B. Si A € B, entonces, ya que Bes 
completo, AC B, Q.E.D. 
Teorema 6. Todo elemento de un ordinal 
es un ordinal. 


Demostración. Sea 4 un ordinal y B € A. 
Puesto que A es completo, BS A, asi que 
& B, que es un subconjunto de 84, hace co- 
nexo a B. Además, puesto que 64 bien-orde- 
na A, bien-ordena B, de modo que es tran- 
sitivo sobre B. Así, si tenemos 

XElAyk«y EAB, 
fi 
inferimos x EAB, esto es, x € B, de donde, 
y ZB y Bes completo. 
Entonces B es un ordinal. Q.E.D. 

Las demostraciones de los dos teoremas 
siguientes se dejan como ejercicios. La pri- 
mera es ligeramente dificil. 


Teorema 7. Si A y B son ordinales, en- 
tonces AC Bo BGA. 


Teorema 8. Si A y B son ordinales, en- 
tonces subsiste exactamente una de las 
situaciones siguientes: 


ACBBEAA=B 


Teorema 9. Si B es un conjunto de ordi- 
nales, entonces U B es un ordinal. 


Demostración. Puesto que B es un conjun- 
to de ordinales y los elementos de los ordi- 
nales son ordinales (teorema anterior), en 
vista del teorema 8, £UB hace conexo a U B. 
Para mostrar que U B es completo, sea C € 
UB. Entonces existe un ordinal D tal que 
CEDyDE B. Ya que D es completo, C © 
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D y en virtud del teorema 62 de §2.6, a par- 
tir de DE B inferimos DC UB, asi que por 
transitividad de la inclusión, concluimos: C 
CUB. Q.E.D. 

Esta demostraciön ilustra la técnica tipica 
directa para demostrar que un conjunto es 
un ordinal: demostrar que el conjunto es co- 
nexo por la relaciön de pertenencia y que es 
completo. 

Definimos menor que estricto y débil para 
conjuntos, en términos de pertenencia y tam- 
bién mayor que estricto y débil. 

Definición 5. 
(i) A< B si y solamente si A E€ B. 
(ii) A SB si y solamente si A < B 
o A = B, 
Gii) A >B siy solamente si B < A, 
(iv) A = B si y solamente si B XA. 
Nos restringimos a un teorema acerca del 
menor que estricto, pero las propiedades ele- 
mentales de orden de las otras tres relaciones 
se demuestran fácilmente y así las supone- 
mos en lo que sigue. 


Teorema 10. Si A, B, C son ordinales, 
entonces 
(i) noA <A, 
(ii) si A < B, entonces no B < A, 
Gi) si A <B y BZC, entonces A<C, 
(iv) se cumple sólo una de las siguientes 
situaciones: 
A<BA=BB<A. 
El teorema siguiente muestra que cada or- 
dinal es precisamente el conjunto de ordina- 
les más pequeños. Omitimos la demostración. 


Teorema 11. Si A es un ordinal, entonces 
A =1B:B es un ordinal & B <A). 


Ahora demostramos que el conjunto de 
todos los ordinales no existe. 


Teorema 12. No existe el conjunto A tal 
que para todo x, x € A si y solamente si 
x es un ordinal. 

Demostración, La demostración consiste 
en mostrar que si existiera tal conjunto, diga- 
mos 4, entonces sería un ordinal y por con- 
siguiente, un elemento de sí mismo, en con- 
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tra del hecho que 84 bien-ordena A. O sea 
que es absurdo tener ACA. 

Supongamos que A es el conjunto de to- 
dos los ordinales. En virtud del teorema 8, 
& A hace conexo a A. Sea B un elemento 
arbitrario de A. En vista del teorema 6, todo 
elemento de B es un ordinal, por tanto un 
elemento de 4, asi que BG A, lo que esta- 
blece la completez de A. 4 es entonces un 
ordinal, pero esto significa que A € A. 

Q.E.D. 


Este teorema muestra que en la teoría de 
conjuntos de Zermelo, la paradoja del mayor 
ordinal, de Burali-Forti (véase la discusión 
en §1.4) está bloqueada por el hecho de que 
el conjunto de todos los ordinales no existe, 
Debe enfatizarse que la demostración de este 
teorema no depende realmente del axioma de 
regularidad, pues si no se supone este axio- 
ma, entonces, como ya se indicó, es parte de 
la definición de los ordinales el requerir que 
si A es un ordinal, € A bien-ordena A, lo 
que implica A g A.* 

Concluimos esta sección introduciendo la 
noción de sucesor para los ordinales. La idea 
intuitiva es la misma que para cardinales y 
las definiciones están intimamente relaciona- 
das. Ninguna confusión resulta del uso del 
mismo símbolo acostumbrado para las dos 
funciones sucesor, pues en el contexto en 
donde aparezcan será claro si se trata de car- 
dinales (construidos por medio del axioma 
especial para cardinales) o de ordinales. 


Definición 6. A! = AU{A}. 
Por ejemplo, 


OF = OU {0} = {0} =1 
1! = {0}! = {0} u {{0}} = (0, (03) = 2. 


Formulamos, sin demostraciön, algunos teo- 
remas muy parecidos a los que ya han sido 
formulados para cardinales. 


* En la teoria de conjuntos de von Neumann existe la 
clase de todos los ordinales, pero es una clase propia, asi 
que no puede ser clemento de si misma ni de cualquier 
otra clase. 
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Teorema 13. Si A! = Bi, entonces A=B. 


Teorema 14. Si A es un ordinal, enton- 
ces UA'=A 


Teorema 15. Si A es un ordinal, entonces 
no existe ningún ordinal B tal que 


A<B<Al 


Teorema 16. A! es un ordinal si y sola- 
mente si A es un ordinal. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que la definición 4 de ordinales es equi- 
valente a ta otra definición dada inmediatamente después 
de ella cn cl texto. 

2. Dar una demostración detallada del teorema 1. 

3. Demostrar el teorema 2 

4. Demostrar que un conjunto A cuyos elementos son 
únicamente conjuntos es completo si y solamente si UA 
CA. 

5. Demostrar los teoremas 7 y 8. (Sugerencia: su- 
póngase A B CA&ANBCB y luego dedúzcase un 
absurdo.) 

6. Demostrar el teorema 10. 

7. Demostrar el teorema 11. 

8. Demostrar los teoremas 13 y 14. 

9 Demostrar los teoremas 15 y 16. 

10. Demostrar que, si A y B son ordinales y A € B, 
entonces BZ A', 

Il. Sea B un conjunto de ordinales. Demostrar 

(a) Si CEB, entonces C < UB, 
(b) Si Des un ordinal y, para todo Cen B, C < 
D, entonces UB < D. 

12. Dar un contra-ejemplo para mostrar que (b), ejer- 
cicio 11, es falso si se omite el requerimiento de que D 
sea un ordinal. 

13. Demostrar que, si B es un conjunto no vacio de 
ordinales, entonces (1 B es el & B-primer elemento de B. 


§ 5.2 Ordinales finitos y definiciones recu- 
rrentes. Los ordinales finitos son simplemen- 
te ordinales que están bien ordenados por la 
conversa de la relación de pertenencia. Para 
facilidad intuitiva de referencia, al construir 
los números reales en el capítulo siguiente, 
llamaremos números naturales a los ordinales 
finitos. 


Definición 7. A es un número natural si 
y sólo si A es un ordinal y EA bien- 
ordena A. 
Esta definición podria reemplazarse por la 
siguiente: A es un numero natural si y sola- 
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mente si A es un ordinal y A es un conjunto 
finito en el sentido de Tarski. En realidad, 
para indicar cuän räpida y directamente se 
pueden desarrollar tanto la teoria de los nü- 
meros naturales como la de los ordinales fi- 
nitos a partir de los axiomas de la teoría de 
conjuntos de Zermelo, hemos hecho la mayor 
parte de esta seccién independientemente de 
la teoria de conjuntos finitos dada en §4.2. 

Para los nümeros naturales usaremos las 
letras minúsculas en bastardilla, ‘m’, ‘n’, ‘p’, 
q, T’, ‘s’, y 7 .con o sin sub-indices. 

Nuestra primera tarea es demostrar los 
cinco axiomas de Peano (véase §4.4). 

La demostración del siguiente teorema es 
obvia. 

Teorema 17. 0 es un número natural. 


Teorema 18. Sin es un número natural, 
entonces n' es un número natural. 
Demostración. Ya que » es un número na- 
tural, n es un ordinal, así que, por último 
teorema de la sección precedente, n! es un 
ordinal. Por tanto sabemos que 8n! y enton- 
ces Sal hacen conexo a a. Para demostrar 
que n! es bien-ordenado por En! y es, por 
consiguiente, un número natural, necesitamos 
demostrar solamente que todo subconjunto 
no vacio de m tiene un En- -primer elemento. 
Si un subconjunto no vacío den tiene an 
como un elemento, 2 es su ŠM- -primer ele- 
mento; si no lo es, es un subconjunto de ; n 
y por la hipötesis del teorema tiene un En- 
primer elemento y entonces un En primer 
elemento. Q.E.D. 


Teorema 19. No hay ningün nümero na- 
tural n tal que n = 0. 

Demostraciön. Supongamos que hubiera 

un tal número n. Entonces n € nl, de donde 


n € 0, lo que es absurdo. Q.E.D. 
Teorema 20. Sin, m son números natu- 
rales y n! = m, entonces n = m. 


Demostración. Es consecuencia inmediata 
del teorema 13. Q.E.D. 

La demostración del esquema de induc- 
ción se facilita con el siguiente teorema, cuya 
demostración se deja como ejercicio. 
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Teorema 21. Si A Sn, entonces A es 
un numero natural. 
Ahora demostramos: 


Esquema teoremätico 22, Si 
@ 90), 
Gi) para todo n, si p(n), entonces p(n'), 
entonces, para todo n, p(n). 
Demostración. Consideremos la hipótesis 
del teorema y supongamos que existe un 7 
tal que no es el caso de que p(n). Sea 


Lín) = {B: B < n € of B) es falso). 


Entonces &n' bien-ordena L(n). Sea B* el 

primer elemento de £(n). Ya que B* no es 

cero, &B* bien-ordena B* y existe un EB». 

primer elemento de B*, digamos D. O sea, 

Des el &B* -último elemento de B*. 
Además, puesto que D < BY 


a) o(D). 
Pero 
(2) DI = B*, 
ya que, si D! + B*, entonces 
Die B* (¿Por qué?) 


y D no seria &B* -último elemento de B* 
Por tanto, a partir de (1), (2) y la hipötesis 
del teorema inferimos que 


o(B*), 


lo que es absurdo. Q.E.D. 

Los teoremas 17 a 20 y el teorema 22 co- 
rresponden a los cinco axiomas de Peano. 

El desarrollo ulterior de la aritmética de 
los números naturales no puede seguir los 
lineamientos que se siguieron para la aritmé- 
tica de los cardinales finitos. El axioma para 
cardinales justificó directamente las defini- 
ciones explicitas de adición, multiplicación 
y exponenciación entre cardinales, de manera 
sencilla y natural. 

Para ilustrar los problemas que nos ocupan 
podemos referirnos por el momento a la de- 
finición de adición. Dados simplemente los 
axiomas de Peano, Pl a P5, formulados en 
lógica de predicado con identidad y sin teoría 
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de conjuntos, se puede demostrar (J. Robin- 
son [1949]) que una definición propia, expli- 
cita de adición, no puede formularse dentro 
de este enfoque. El procedimiento acostum- 
brado es adoptar dos nuevos axiomas: 


P6. Si x es un número natural, entonces 


x+0=x. 
PT. Si x y y son números naturales, enton- 
ces 


xtyh a(x + yy 
Para ilustrar el uso de estos axiomas pode- 
mos demostrar que | + 3 = 4, donde, como 
era de esperarse, 


(1) 1=01 
(2) 2=11 
(3) 3 = 2! 
(4) 4= 3! 
Tenemos entonces: 
14+3=142! por (3) 
= (1+ 2)" por P7 
= (141)! por (2) 
= (1+1)" por P? 
= (1+ 0" por (1) 
= (1+0)" por P7 
= ym por P6 
= QU por (2) 
= 3! por (3) 
=4 por (4) 


Una pareja de postulados como P6 y P7 se 
dice que proporciona una “definición” in- 
ductiva o recurrente de adiciön. Desde el 
punto de vista de la teoría de la definición 
como se formuló en $ 2.1, tales “definicio- 
nes” no son propias. En particular violan el 
criterio de eliminabilidad de una manera mu- 
cho más profunda que las definiciones con- 
dicionales. Por ejemplo, dados Pl a P7, no 
podemos eliminar el símbolo de adición del 
teorema aritmético: 


x+yryrx 
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Las definiciones recurrentes, sin embargo, es- 
tan cerca de ser propias; lo que queremos 
demostrar es que, dado el aparato adicional 
de la teoría de conjuntos, podemos sustituir 
una definición recurrente por una definición 
propia explicita. Naturalmente, si estuviéra- 
mos interesados en considerar sólo la adición 
y quizás la multiplicación y la exponencia- 
ción, sería posible obviar la teoría general de 
definiciones recurrentes y justificar cada una 
por un argumento especial.* La ventaja de la 
teoría general es la de que proporciona una 
imagen clara de los recursos ulteriores de de- 
finición que se agregan a la teoría elemental 
de números por el uso de la teoría general 
de conjuntos. 

Sobre la base de los axiomas introducidos 
atrás, podemos presentar la teoría de las defi- 
niciones recurrentes por medio de un esquema 
teoremätico. Puesto que no podemos demos- 
trar la existencia del conjunto de los números 
naturales o de cualquier otro conjunto infi- 
nito, no podemos definir las operaciones bi- 
narias usuales de la aritmética como funcio- 
nes propias de la teoría de conjuntos. Para 
el desarrollo de la teoría elemental de núme- 
ros no es ésta una cuestión que concierna 
mucho, pero tanto para la teoría de conjun- 
tos enumerables como para la teoría de nú- 
meros reales en el capítulo siguiente, es esen- 
cial la existencia del conjunto de los números 
naturales. Asegurada la existencia de este 
conjunto, queda fácilmente establecida la 
existencia de las operaciones binarias sobre 
los números naturales, como funciones. 

Asi que, para poder disponer desde el prin- 
cipio de la construcción de las operaciones 
aritméticas como ciertos conjuntos, introdu- 
cimos en este punto el axioma de infinitud. 


(3A)[0 € A & (WR)(B € A — BU[B) € 4)]. 
El tratar de demostrar la existencia de un con- 
junto infinito de objetos tiene una historia más 
bien rara y a veces tergiversada. La proposi- 
ción No. 66 del famoso ¿Was sind und was 


* Esto se hace, por ejemplo, en el pequeño trabajo clá- 
sico de Landau [1930]. 
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sollen die Zahlen? de Dedekind, publicada 
por primera vez en 1888, afirma que existe un 
sistema infinito. (Los sistemas de Dedekind 
corresponden a nuestros conjuntos.) Su de- 
mostración es una combinación tan bella de 
razonamiento matemático y de epistemología 
incierta, que daré una libre traducción de 
ella aquí. 

Demostración. Mi mundo de ideas, 
esto es, la totalidad S de todas las cosas 
que pueden ser objeto de mi pensamiento 
es infinito. Porque, si s es un elemento de 
S, entonces la idea s', de que s puede ser 
un objeto de mi pensamiento, es ella mis- 
ma un elemento de S. Si se considera 
como última la imagen g(s) del elemento 
s, entonces la aplicación y de S, definida 
por este medio, tiene la propiedad de que 
la imagen S' es una parte de S y desde 
luego S' es una parte propia de S, porque 
existen en S elementos ( por ejemplo mi 
ego individual) que son diferentes de cual- 
quier idea tal como s' y por consiguiente 
no están contenidos en S'. Finalmente, 
es evidente que si a y b son elementos 
diferentes de S, entonces sus imágenes a’ 
y b son también diferentes; en consecuen- 
cia, la aplicación q es 1-1. Por consi- 
guiente, S es infinito. * 

La demostración de Dedekind depende, des- 
de luego, de usar su definición de sistemas 
(o conjuntos) infinitos, pero lo que interesa 
es su excursión en la epistemología de las 
ideas. En ningún sentido esta demostración 
satisface a los cánones modernos. En Russell, 
[1903, $339], se encuentran argumentos más 
sutiles, pero Russell reconoció más tarde que 
sus argumentos eran también falaces.fj 


* Un argumento similar se encuentra en Bolzano [1851, 
$ 131. 

+ Las criticas epistemológicas a la visión de Dedekind 
se encuentran en Russell (1920, pp. 139-140]. 

tt Russell empieza valientemente $ 339: “Que hay cla- 
ses infinitas es tan evidente que escasamente puede ser 
negado. Puesto que, sin enrbargo, ello es susceptible de 
demostración formal, puede ser también demostrado. 
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Hasta donde yo sé, el primer reconocimien- 
to, inequivocamente claro, de que tal axioma 
se necesita, se encuentra en el importante 
documento de Zermelo, de 1908.* La formu- 
laciön de Zermelo es esencialmente la si- 
guiente: 


(JA) (OC A & (VBNBEA=1B) CA). 


El construyó los números naturales como 
0, 10), 11013, {(f{0}}},..., cuyo enfoque no 
se generaliza tan fácilmente a la construcción 
de los ordinales infinitos como lo hace el que 
se ha adoptado en este libro. Unos pocos 
años después de Zermelo, Whitehead y Rus- 
sell postularon un axioma de infinitud en 
Principia Mathematica, y existe una discusión 
interesante en Ramsey [1926] acerca de si su 
axioma de infinitud puede o no considerarse 
como una verdad lógica. 

Volviendo a las consideraciones sistemáti- 
cas, definimos primero el conjunto w de to- 
dos los números naturales y luego dejamos 
como ejercicio la demostración de que w no 
es vacío. El axioma de infinitud es esencial 
para la demostración. 


Definición 8. w = (4- A es un número 
natural). 


Tenemos entonces: 


Teorema 23. A€ w si y solamente si A 
es un número natural. 
Será conveniente, para lo que sigue, usar 

w para dar una formulación “conjuntista” del 
principio de inducción. 

Teorema 24. Si 

@ 0€4, 
Gi) para todo n, si n € A, entonces, n! 
€ A, entonces w CA. 
entonces w & A. 


Volvemos ahora a nuestra tarea principal 
de la definición justificante, por recurrencia. 
Para las funciones de un argumento quere- 
mos un teorema como: 


* Por otra parte, Zermelo [1909] fue el primero en re- 
conocer que la teoría elemental de números podría des- 
arrollarse sin el axioma de infinitud. 
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Para todo objeto x y todo conjunto G, 
existe una única F tal que 
G) Fes una función sobre w, 
(ii) F(0)=x, 
(ii) para todo n, F(n") = G(F(n)). 
Es importante notar que x no necesita ser un 
numero natural; puede ser cualquier indivi- 
duo o conjunto (usamos “objeto” como tér- 
mino neutro) y G no necesita ser una función; 
si no es una función, tampoco necesita in- 
cluir F(n) en su dominio. Desde luego, cuan- 
do G es defectuosa en uno de estos respectos, 
entonces 
GAR) = 0, 
en virtud de la definicién 39 de § 3.4. 
Para funciones F de dos argumentos re- 
querimos: 
Para conjuntos cualesquiera G y H, existe 
una ünica F tal que para cualesquiera m, 
A, 
@ Fes una función sobre w X w 
Gi) F((m, 0) = H(m), 
Gi) F((m, nt) = Gm, F((m, n)))). 


Nótese de nuevo que G y H no necesitan ser 
funciones, aunque es natural, al definir las 
Operaciones usuales por recurrencia, tener a 
G y a H como funciones simples que apliquen 
los números naturales o, parejas de números 
naturales en los números naturales. Por ejem- 
plo, si con F se quiere significar la operación 
adición, hacemos 

H(m) =m, 
ya que 

m+0=m, 


y 
(D) Elm, F((m, n)))) = Fm, m). 

Sin embargo, (1) no es completamente co- 
rrecto; puesto que el símbolo de sucesor no 
designa una función en nuestro universo teó- 
rico conjuntista, no sabemos directamente 
que G es una función propia de la teoría de 
conjuntos. Pero esta dificultad se remedia 
fácilmente por la técnica de definir un frag- 
mento de la función sucesor intuitiva, corres- 
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pondiente a lo que hicimos antes en el caso 
de la identidad y la pertenencia. 


Definición 9. ©, = KB, Bl): Be A}. 
Es välido el teorema esperado: 
(B,BDEGAOBEA. 


Por simplicidad de notación en esta sección, 
definimos además: 


Definición 10. S = ©.. 
Asi, S(0) = 1 y S(1) = 2, 
donde definimos, como ya se indicó: 
Definición 11. 
1= {0}, 
2 = {0, {01}. 
Y reemplazamos a (1) por 
Gm, F((m, n)))) =S(P((m, n))). 


Definimos también,en este momento, n—1 y 
n—2 para cualquier ordinal. 


Teorema 25. 


Definición 12. 

(i) Si A0 & A es un ordinal, enton- 
ces A—1=B si y solamente si 
B'=A 

Gi) SiA 30 & AK1 &A Cs un or- 
dinal, entonces A — 2 = B si y so- 
lamente si (BY! = A. 


En vez de formular teoremas separados 
para funciones de un argumento, funciones 
de dos argumentos, etc., podemos enunciar 
un teorema general sobre recurrencia para 
funciones de + argumentos. En el teorema 
usamos la notación 


a) (mo, my... 


para las r-plas que ahora consideramos. Pri- 
mero definimos: 


i Mz) 20) 


Definición 13. x es una r-pla de A si y 
solamente si x € A". 


En otras palabras, una r-pla de A es una fun- 
ción del conjunto de los números naturales 
menores que +, al conjunto A. Para justificar 
la notación ‘(x,y)’ para las parejas (esto es, 
2-plas) cuando esta notación ha sido usada 
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ya para parejas ordenadas, tenemos el si- 
guiente teorema cuya demostración se deja 
como ejercicio: 
Teorema 26. A? = A X A bajo la fun- 
ción g tal que para cualquier f € A*, g(f) 


= (#0), f(1)). 


Puesto que A? es equipotente con A x A, 
usaremos la misma notación para duplas y 
para parejas ordenadas y esta ambigüedad no 
será fuente de dificultad. En efecto, en des- 
arrollos intuitivos de teoría de conjuntos es 
común “identificar” los dos conceptos. Sin 
usar la notación (2), nuestro teorema funda- 
mental de recurrencia puede ser formulado 
de la siguiente manera poco intuitiva: 

Para conjuntos cualesquiera G y H y cual- 

quier r > 0,existe una única F tal que 

G) Fes una función sobre «wr, 

(ii) para toda f, si f Cw" & f(r—1) =0. 

entonces 


Ff) = HU Ir — D, 


para toda f y para todo n, si [€ w 
y fr — 1)'= n, entonces 


Ffir- DU kr 1,90) = lr- 
DU tr 1, rA). 
Para formular de nuevo el teorema de mane- 


ra esquemática luego de adoptar (2), necesi- 
tamos: 


Gii) 


Esquema de definición 14. Si xo, .. 
€ A, entonces (£o... 32-1) =f si y so- 
lamente si f es una r-pla de A € f0) = 
we... &fr - Deny. 


También modificamos de una manera usual 
la notaciön f(x). 


Definición 15. 
Ss = f(z). 


Principalmente, queremos escribir f,, fo etc. 
Finalmente, para formular nuestro teorema 
en la notación familiar usamos ‘mn’ en lugar 
de Y y cuando escribimos my, ‘m,’ o algo 
similar, queremos expresar el valor de la fun- 
ción m para el argumento 0, etc., y no el va- 


+ Pray 
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lor numérico de la variable ‘m,’, el valor 
numérico de la variable ‘m,’, etc. como va- 
riables numéricas. 


Teorema 27. Para conjuntos cualesquiera 
G y H y para cualquier r > 0, existe una 
única F tal que, para cualquier m eno”, 
G) Fes una función sobre w, 
(ii) Filme mu... s Mr, 0)) = H((mo, 


My, ~~ Mra), 
(iii) para todo número natural n, 
Fimo, Mi.. Msg RY) = GM Mi, oaa 
Mr, Fimo, «. . ¡Moa NÐ. 


Demostraciön. Por brevedad de notaciön 
damos la demostraciön para el caso especial 
enque r = 2, pero el argumento para un 
r > 0 arbitrario es casi idéntico y podemos 
dejarlo como ejercicio. Consideramos funcio- 
nes que para r = 2 podrían definirse sobre 
w X ni para algún n. Para hacer paralelo el 
argumento para r arbitrario, definimos: 
Din) = lg: g es una función € Dg = (0, 1} 
& 90) Cw & g(1) Ent. 

Primero, en virtud del esquema axiomäti- 
co de separaciön, existe un conjunto A tal 
que f € A si y solamente si 


(A) JE 00? x (A(GUA)U[0})), 


y existe un n tal que, para todo m, 
(2) fes una función sobre D(x), 


G) f(m, 0) = H (n), 
(4) para todo p< n, 
Sm, pl)) = Gm, Kim, p)))). 

La inclusiön de {0} en el conjunto potencia 
de (1) toma en cuenta el caso en que G y H 
no están definidas. Es claro’ que (1) esta im- 
plicado por (2) a (4). Además, vemos fácil- 
mente que 4 = 0, para la función f sobre 
D (0) tal que, para todo m € w, 

(5) f(m, 0) = H(m) 
esté en 4. (Como se indicó en (3) y (5), para 
el resto de la demostración eliminamos los 
paréntesis angulares que designan parejas, ya 
que no puede resultar confusión alguna de 
esto.) 
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(6) Si fpg € A entonces [Ego g Sf. 
Sea D(n) el dominio defy sea D(n,) el do- 
minio de g. Entonces n nn, es 10 n,. Supon- 
gamos, para precisar, que es n.' Ahora supon- 
gamos que existe un número natural p <n 
tal que para algún m 

o) Fm, p) 4 gím, p). 

Sea p* el menor de tales números; esto es, 
p* esel &w-primer elemento de 
Ip: p <n& (Am)(f(m, p) = gm, p))}. 
Ahora, p* = 0 ya que para todo m 
Jím, 0) = g(m, 0) = H(m). 
Tenemos entonces, 
(8) fin, p*) = Gim, Sm, p* —1)) # G(m, 
g(m, p* —1)) = g(m, p*). 
Pero, por otra parte; ya que p* es el menor 
número natural para el cual se cumple (7), 
tenemos: 
Im, p* —1) = gim, p* -1) 
y a fortiori 
Gim, f(m, p* ~1)) = G(m, g(m, p* —1)), 
lo que contradice (8) y hace que nuestra su- 
posiciön (7) sea falsa. Por consiguiente, se 
establece (6). 

Definimos ahora: 

9) F=VA 
Se sigue, de una vez, a partir de (6) que F es 
una función, pues si a y EF EA y (r, 2) 
€ y € 4, entonces ambas parejas pertenecen, 
oafoagy por tanto p = z. Además, se 
sigue de (5) y (9) que para todo m 

Fím, 0) = H(m), 
lo que satisface (ii) del teorema. 

Dirigimos ahora nuestra atención hacia 
(ii). Si (m, n') está en el dominio de F, en- 
tonces, para algún fen A, (m, n') es un ele- 
mento del dominio de f y entonces, 

f(m, nt) = Gta, fim, n)), 
de donde, 


F(m, ni) = G(m, F(m, n)). 
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Para demostrar que w* es el dominio de F 
suponemos que p es el menor número natu- 
ral tal que, para algún m, (m, p} no está en el 
dominio de F. Entonces, en vista de (5), 
p 50, así que(m, p — 1) estáen DF y FE 
A; pero entonces también, 


(10) FUU Km, p), Gm, F(m, p — DIJE A. 


Podemos concluir de (10) que (m, p) € DF, 
contrario a nuestra suposición. Concluimos 
que w° es el dominio de F. Finalmente, deja- 
mos como ejercicio la demostración sencilla 
de que F es única. Q.E.D. 

Demostrado este teorema general y funda- 
mental, acerca de la existencia de una única 
función F que satisface al definiens de una 
definición recurrente, podemos definir las 
Operaciones artiméticas usuales sin teoremas 
justificantes individuales. Simplemente elegi- 
mos las funciones apropiadas G y H. 

Definimos primero la adición entre núme- 
ros naturales por medio de la recurrencia ya 
indicada. Usamos el mismo símbolo “+” pa- 
ra adición cardinal y para adición ordinal fi- 
nita (y más adelante para adición ordinal 
arbitraria), pero en cualquier contexto dado 
siempre será claro lo que se quiere decir. 
Puede notarse que el símbolo para la adición 
ordinal finita designa una entidad de la teo- 
ría de conjuntos; en particular, un cierto con- 
junto de parejas ordenadas, en cada una de 
las cuales el primer elemento es una dupla. 
En contraste, el símbolo para adición cardi- 
nal o para adición ordinal general no designa 
conjunto alguno. 


Definición 16. + = f si y solamente si 
(i) fes una función sobre œ, 
(ii) para todo m, 
Sm, 0)) = m, 
ää) para todo m,n, 
Fn, nh) =S, n))). 
Para obtener la notación usual, definimos: 


Definición 17. m + n = p si y solamen- 
te si ((m, n}, p) E +. 
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Como consecuencias inmediatas de la defi- 
niciön 16, tenemos: 


Teorema 28. 


Gi) m+0=m, 
Gi) m+nl= (m+n)! 

Las leyes familiares, conmutativa y asocia- 
tiva de la adicién se enuncian en los dos si- 
guientes teoremas. Sus demostraciones ilus- 
trari usos tipicos de inducción matemática 
(vía el teorema 24). Nótese que los teoremas 
correspondientes para la aritmética cardinal 
no necesitaban ser demostrados inductiva- 
mente. 


Teorema 29. m +n = 71 +m, 


Demostraciön, Necesitamos dos resultados 
preliminares: 


D O+tn=n 
dD mi+tn=(m4+n)i, 


cada uno de los cuales demostramos inducti- 
vamente, usando el teorema 24. Para demos- 
trar (I) definimos: , 


(1) Z=(n:0+n=nm]), 


y queremos demostrar que Z = o, esto es, 
todo número natural pertenece a Z. Primero, 
en virtud del teorema 28, 


0EZ. 
Ahora suponemos que 1 € Z, esto es, 
(2) 0O4+n=nm 
Entonces tenemos: 
O+n!=(0+m! porel teorema 28 


por (2). 


Por tanto, si n € Z, entonces n' € Z, así que, 
en virtud del teorema 24, 
Z=o 
(ya que se sigue de (1) que Z S w, y del teo- 
rema 24, que CZ). 
Ahora, para demostrar (II) definimos: 


Alm) = fn: m+n = (m+n). 


= nl 
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Por dos aplicaciones del teorema 28, 
m +0 = mi = (m +0), 


asi que, 
O € Alm). 
Ahora, supongamos que n € A (m), esto es, 
(3) mMi+n=(m+nmW 
Entonces, 


m + nl = (mi + n)t 
= ((m + n)")! por (3) 
= (m4 nì)! 

asi que, n' € A(m) cuando quiera que n € 4 

(m). De donde, por el teorema 24, 

Alm) = 4, 
lo que establece (II) y completa nuestra pre- 


paración para la principal tarea que tenemos 
entre manos. 


por el teorema 28 


por el teorema 28, 


Definimos: 
Bin) = {mi m+n=n-+m). 
Primero tenemos: t 
O+Fn=n por (1) 
=n-+0 por el teorema 28, 
y, por consiguiente, 


0 € Bin). 
Ahora suponemos m € B(n), esto es, 
(4) m+n=n+4m. 
Entonces, 
mi+n=(m+n)' por (ID) 
= (n+m)! por (4) 


l 


ntm 


de donde, m' € B (n) cuando quiera quem € 
B (n), y concluimos que 


Bin) = o, 
que es el resultado pedido. 


por el teorema 28, 


Q.E.D. 


La demostración de la ley asociativa de la 
adición es semejante en estructura. 


Teorema 30. (m +n) +p = m+ (n + p). 
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Demostraciön. Definimos: 
A(m,n) = Ip (m+n) + p =m + (n+ p)}. 
Ahora, 


(m+n+0=m+n 
por el teorema 28 
=m + (n +0) 
de nuevo por el teorema 28 
por consiguiente, 0 € A (m, n). 


Sea p un elemento de A (m, n). Entonces, 
D (mt+n+tp=mt (n+p), 
y tenemos 


(m+n) + pl = ((m+n) +p) 
por el teorema 28 


= (m + (n + p))! por (1) 
=m + (n+ p)! 
m+ (n + p) porel teorema 28, 
de donde p' € A(m,n), y podemos concluir: 
Q.E.D. 


Formulamos, sin demostración, un teore- 
ma familiar. 


por el teorema 28 


Alm, n) =W. 


Teorema 31, Si m = n, entonces existe 
un único número natural p tal que m + p 
=A 
Ahora nos referimos a la definición de 
multiplicación. Si hubiéramos procedido sin 
la teoría de conjuntos habríamos agregado a 
P6 y P7 dos axiomas más: 
P8. Six es un número natural, entonces 
x-0=0, 
P9. Si x, y son números naturales, entonces 
y = (x-y) +2 
Esos dos axiomas predicen exactamente la 
definición que usamos. 


Definición 18. - = f si y solamente si: 
(i) fes una función sobre w, 
Gi) para todo m, 
m, 0) = 0, 


(iii) para todo m, n, 
Sm, nl)) = fm, n)) + m. 


Anäloga a la definiciön 17, tenemos: 
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Definición 19. m.n = pP siy solamente 
si ((m, n)p) € - 
Cuando no se presta a confusión designamos 
la multiplicación por yuxtaposición en lugar 
del punto. 

Dejamos como ejercicios las demostracio- 

nes de los tres teoremas siguientes. 
Teorema 32, mn = nm. 
Teorema 33 m(n + p) = ma + mp. 
Teorema 34. (mn)p = m{np). 
Otros teoremas adicionales se han dejado co- 
mo ejercicios. 

Concluimos esta sección con la definición 
de la operación exponencial. El esquema re- 
currente es; 

m=1, 
m"! = mm. 
La definiciön formal apropiada es: 


Definición 20. exp = f; si y solamente si: 
G) fes una función sobre w? 
(ii) para todo m, 


Fm, 0) = 1, 


(ii) para todo m, n, 


Fm, n) = fm, n)) m. 
Como deferencia hacia la notación ortodoxa: 
Definición 21. m" = exp (m, n). 


En el capitulo siguiente, que trata de la 
construcción de los números racionales y 
reales, supondremos que se ha desarrollado 
completamente la aritmética elemental de 
los enteros, pues, con el teorema 27 a la ma- 
no, es perfectamente obvio cómo continuar 
los desarrollos. En realidad, en los ejercicios 
se han dado varios detalles. 

En el capítulo 7 se indicará cómo puede 
generalizarse el teorema 27 a lo que se deno- 
mina una recurrencia de orden de valores. 
Así, cuando F es una función de un argumen- 
to, tenemos: 

0 Fin) = G{Fin), 
esto es, el valor de F para el argumento n 
puede depender de todos los argumentos pre- 
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cedentes y de los valores de F, que se indican 
a la derecha de (1), por la restricción del do- 
minio de F a n. Un ejemplo sencillo de tal 
recurrencia de orden de valores es la defini- 
ción de la función apropiada que produce la 
sucesión de Fibonacci 


0,1,1,2,3,5,8,13,... 
Intuitivamente, excepto para los dos prime- 
ros términos, cada término es simplemente 
la suma de los dos que le preceden. 
El esquema recurrente es: 
F(0) = 0 
Fy = 1 
En + 1) = Fn — 1) + Fin), 
esto es, el término general Fin + 1) depende 
no sólo de F(n) sino también de F(n — 1). 
Concluimos esta sección con la definición 
de finitud ordinaria ya anticipada en $ 4.2 
y dejamos como ejercicio la demostración de 
la equivalencia de esta definición con la de 
Tarski que se usó en $ 4.2. 


Definición 22. Un conjunto es finito ordi- 
nario si y solamente si es equipotente con 
algún número natural. 


Teorema 35. Un conjunto es finito ordi- 
nario si y solamente si es finito en el sen- 
tido de Tarski, 


Tenemos también: 


Teorema 36. Un conjunto finito es equi- 

potente exactamente con un número na- 
tural. 

Sobre la base de este teorema y la defini- 
ción de números naturales, no es dificil de- 
mostrar que la definición de finitud-de Stäc- 
kel [1907] en términos de doble ordenaciön 
es equivalente a la de Tarski. 


Teorema 37. Un conjunto es finito en el 
sentido de Tarski si y solamente si pue- 
de bien-ordenarse doblemente, es decir, 
si y solamente si existe una relacién R tal 
que tanto R como R bien-ordenan el con- 


junto. 
EJERCICIOS 


1. Demostrar: A es un número natural, si y solamente 
si A es un ordinal y para todo B, si B © A!,entonces existe 
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un ordinal C tal que B = C' o B = 0. (Esta equivalencia 
se usa a veces como definición de los números naturales.) 

2. Dar un contra-ejemplo a: A es un número natural, 
si y solamente si A es un ordinal y A = Q o existe un ordi- 
nal B tal que A = Bl. 

3. Demostrar el teorema 21. 

4. Dar una demostración detallada del teorema 23. 

5. Dar un contra-ejemplo para mostrar que no todo 
subconjunto de un número natural es un número natural. 

6. Demostrar que,si A es un número natural y Bes 
el 8 A-último elemento de A, entonces A = BY, 

7. ¿Es valida la aserción del ejercicio 6 para ordinales 
arbitrarios? 

8. Demostrar que,si A es un número natural, enton- 
ces U (41) lo es también. 

9. Si ACw, ¿es verdadero que U A es un número 
natural? Si la respuesta es afirmativa, demostrarlo; si no, 
dar un contra-ejemplo. 

10. Si A es un ordinal, ¿qué conjunio es N 4? 

11. Si A Cu, ¿es fl A un número natural? 

12. Demostrar que U w = w. 

13. Completar la demostración del teorema 27 demos- 
trando que F es única. 

14. Indicar qué cambios se requieren en la demostra- 
ción del teorema 27 para hacerlo adecuado para r arbi- 
trario. 

15. Demostrar el teorema 31. 

16. Demostrar el teorema 32. 

17. Demostrar los teoremas 33 y 34. 

18. Dar un esquema recurrente y luego definir expli- 
citamente: 

(a) la operación factorial n!; 

(b) la sucesión de Fibonacci mencionada al final 
de la sección (con una ligera reformulación 
de la recurrencia dada para la sucesión se pue- 
de incluir en el alcance del teorema 27). 

19. Demostrar los hechos familiares elementales acer- 
ca de la operación de exponenciación para números na- 
turales, 

20. Demostrar los ejercicios 4 a 12 de $ 4.4 para nú- 
meros naturales. 

21. Demostrar el teorema 35. 

22. Demostrar el teórema 36. 

23. Demostrar el tcorema 37. 


$ 5.3 Conjuntos enumerables. Un conjunto 
enumerable es uno que es equipotente con el 
conjunto de los números naturales. Un tal 
conjunto proporciona el ejemplo más simple 
de un conjunto infinito. Comenzamos con al- 
gunos teoremas generales acerca de conjun- 
tos infinitos. 


Definición 23. Un conjunto es infinito si 
y solamente si no es finito. 


CAP. 5 


Los dos primeros teoremas pueden demos- 
trarse fácilmente usando resultados de $ 4.2. 
Teorema 38, Si A es infinito y A = B, 
entonces B es infinito. 
Teorema 39. Si A C B yA es infinito, 
entonces B es infinito. 

De algún interés mayor es el teorema si- 
guiente que proporciona una condición ne- 
cesaria y suficiente para que un conjunto sea 
infinito. 

Teorema 40, Un conjunto A es infinito 
si y solamente si, para todo número natu- 
ral n, existe un subconjunto de A equipo- 
tente con n. 

Demostración. [Necesidad]. En virtud del 
esquema axiomático de separación, existe un 
C tal que, para todo n, 

neConcw& (3B)(B E A&B =n). 
Demostramos por inducción que € = w. 

Ya que el conjunto vacío es subconjunto 
de cualquier conjunto, 

0EC. 
Ahora supongamos que n € C. Entonces, 
por la hipótesis, existe un subconjunto B de 
A tal que 

B =n, 
Puesto que A es infinito, B 4 A, pues si A= 
B, entonces A=ny A seria finito (teorema 
35). Sea, x por consiguiente, un elemento de 
A ~ B. Entonces, 


Buf] <A 

y claramente, en vista del teorema 4 de § 4.1, 
Buf{zx} = nl 

de donde n! € C. 


[Suficiencia]. Supongamos, si es posible, 
que A es finito. Entonces, (teorema 35), para 
algún n, 

A =n. 
Pero por la hipótesis debe existir un subcon- 
junto propio no vacio B de A tal que B = nt. 
Sea x € B; entonces, B ~{ x} = n, de donde 
A es equipoténte con uno de sus subconjun- 
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tos propios, a saber, B ~ {x} y esto contra- 
dice al teorema 46 de § 4.2. Q.E.D. 

Usando este teorema y algunos resultados 
anteriores es facil demostrar: 


Teorema 41. El conjunto w de los núme- 
ros naturales es infinito. 


Un teorema más difícil es el siguiente, que 
expresa una condición necesaria y suficiente 
para que un conjunto sea finito. La demos- 
tración de la suficiencia es la parte difícil 
porque envuelve definición por recurrencia 
de una función (teorema 27). 


Teorema 42, A es finito si y solamente si 
Áx0. 


Demostración. [Necesidad]. Este teorema se 
sigue inmediatamente del teorema preceden- 
te y del teorema 45 de $ 4.2. 

[Suficiencia]. Por hipótesis, A < w. Sea B 
un subconjunto propio de w tal que A = B, 
Si B tiene un número natural mayor que to- 
dos, digamos m, entonces B C m!; ya que m! 
es finito, también lo es B y por tanto tam- 
bién lo es A. La cosa dificil de demostrar es 
que en realidad B debe tener un número na- 
tural mayor que todos. (Suponemos que B 
no es vacio; de otro modo la demostración 
es trivial.) Usamos una demostración indi- 
recta. Supongamos que B no tiene un núme- 
ro natural mayor que todos, esto es, dado 
cualquier natural existe siempre uno mayor 
en B. Usando el teorema 27 definimos la fun- 
ción F sobre w como sigue: 


(1) FO) = &w-primer elemento de B. 
(2) F(n') = &w-primer elemento de 
B ~ Fin). 
(Nótese que es sencillo definir funciones G 
y H que correspondan a los miembros de la 
derecha de (1) y (2).) 
Puesto que B no tiene un elemento mayor 
que todos, es claro que,para todo n y m,si 
nÆ m, entonces 


Fm # Km), 
de donde, B = w bajo F, contrario a la hipö- 
tesis y nuestra suposiciön es falsa. Q.E.D. 
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Ahora nos referimos a conjuntos enumera- 
bles y comenzamos por formular de nuevo la 
definición dada al comienzo de la sección. 

Definición 24, Un conjunto es enumera- 
ble si y solamente si es equipotente con el 
conjunto w de todos los números natu- 
rales. 


Como una consecuencia inmediata de los 
teoremas 38 y 41 tenemos: 


Teorema 43. Todo conjunto enumerable 

es infinito. 
Algo sorprendente: toda demostración cono- 
cida del recíproco parcial, a saber que todo 
conjunto infinito tiene un subconjunto enu- 
merable, requiere el axioma de escogencia. 
En efecto, este recíproco es el paso esencial 
para demostrar que el infinito ordinario im- 
plica el infinito de Dedekind, concepto este 
que ahora definimos formalmente. Los dos 
teoremas que siguen a la definición son con- 
secuencias inmediatas de resultados ante- 
riores. 

Definición 25. Un conjunto es infinito si 

y solamente si no es finito según Dedekind. 


Teorema 44, Un conjunto es infinito se- 
gün Dedekind si y solamente si tiene un 
subconjunto propio equipotente con él. 


Teorema 45. A es infinito según Dede- 
kind si y solamente si A = AULA). 

La contrapositiva del teorema 46 del ca- 
pítulo 4 es; 

Teorema 46. Si un conjunto es infinito 
según Dedekind, entonces es infinito. 

Nos referimos ahora a dos teoremas más 
difíciles que, entre ambos, establecen otra 
condición necesaria y suficiente para que un 
conjunto sea infinito según Dedekind. 


Teorema 47, Todo conjunto que tiene un 
subconjunto enumerable es infinito según 
Dedekind. 


Demostración. Sea B un subconjunto enu- 
merable de 4. Entonces, 


B =w 
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bajo alguna función 1-1, digamos f. Ahora 
consideremos la función g definida sobre A 
por 


Ka) si x € Of 


g(x) = 
1 si rE A ~D. 


(Intuitivamente, six € Df y f(x) = n, escri- 
bimos: xn. Entonces, si x € D f simplemente 
tenemos: g(x,) = X n ,-) Obviamente 


ges l-l 
bg =A 
ag = A ~ (FON, 
de donde 
A = A ~ JO}, 


lo que establece nuestro teorema. Q.E.D. 
Ahora demostramos el recíproco, que re- 
quiere definición recurrente de una función 
apropiada. 
Teorema 48. Todo conjunto infinito según 
Dedekind tiene ùn subconjunto enume- 
rable. 


Demostración. Sea A un conjunto infinito, 
según Dedekind y sea B un subconjunto pro- 
pio de A tal que A = B bajo la función f, 
digamos. Sea z* un elemento de A ~ B. De- 
finimos recurrentemente (teorema 27) una 
función g sobre w: 


g(0) = x* 
gin!) = fg(n)). 


Claramente, para cada n, g(n) € A. Lo que 
necesitamos demostrar es que la función g 
es 1-1. Supongamos, por vía de contradic- 
ción, que g no es 1-1. Entonces sea p el me- 
nor número natural tal que para algún q < p 


a) Ep) = eg). 
Obviamente, p #0. Además, puesto que 
(2) ap) = f(g? — 1), 


sabemos que g(p) € B, y ya que g(0) = 
x* ZB, tenemos 


ge) F g0) 
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asi que, a partir de (1). 


¿+ £(0), 
q%0. 


de donde 


Asi, 
(3) ¿(y = ft - D) 
y de (1) a (3) se sigue que 


fee - 1) = fg — D) 


además, puesto que fes 1-1, 


ge - 1) = g4 - D, 
lo que contradice nuestra suposición de que 
p es el menor número natural que satisface a 
(1) con q < p- Q.E.D, 
Teorema 49. Todo subconjunto de un con- 
junto enumerable es enumerable o es fi- 
nito- 


Demostración. Sea A un conjunto enume- 
table y sea BE A. Entonces B < A. Si B= A 
entonces B es enumerable. Si B < A, enton- 
ces B < w, ya que A = w, asi que, por el teo- 
tema 42, B es finito. Q.E.D. 

Este teorema representa una aplicación 
significativa del teorema 42. La simplicidad 
de la demostración depende enteramente de 
la realizada anteriormente para el teorema 42. 


Teorema 50. Si A es finito v B es enu- 
merable, entonces, A U B es enumerable. 


Demostración. Sea 

C=A~B, 
a partir de la hipötesis del teorema, C es fi- 
nito, asi que existe un número natural n tal 
que (teorema 35) 

C=n 
bajo f; digamos. Ahora, B es enumerable, de 
donde, 
B=w 

bajo una funciön g, digamos. Ahora defina- 
mos una nueva función h sobre A U B: 


S(z) sizec 
ha) = 
ya) Fnsize B. 


Claramente h es 1-1 y aplica A U B sobre w. 
Q.E.D. 
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La demostracién del teorema siguiente es 
más dificil y la omitimos. 
Teorema 51. Si 4 y B son enumerables, 
entonces AU B es enumerable. 


Tenemos algunos teoremas correspondientes 
acerca de la enumerabilidad de los productos 
cartesianos. En este caso demostramos el se- 
gundo. 
Teorema 52. Si A es finito, pero no vacio, 
y Bes enumerable, entonces A x Bes 
enumerable. 
Teorema 53.0 x w = w, 


Demostración. La demostración se basa 
en el arreglo de la doble sucesión 


(0, 0), (0, 1), (0, 2), . .. 

(1,0), (1, 1), (1,2)... 

(2, 0), (2, 1), (2,2), .-- 
en una sucesión única, por el método de las 
diagonales (procedemos a lo largo de diago- 
nales): 

(1) (0, 0),(0, 1), €E, 0),(0, 2), (1,142, 0)... 
Otra manera de caracterizar (1) es decir que 
ordenamos primero de acuerdo a la suma de 
los dos números y luego por el primer ele- 
mento, dentro de una suma fijada. Definimos 
sobre w X w una función f tal que 


£((0,0)) = 0 
£0, 1)) = 1 
KQ, 0)) = 2 
50, 2) = 8 


Es claro que f aplica w x w sobre w de la 
manera 1-1; se deja como ejercicio el hallar 
la forma aritmética precisa de f QED. 

Teorema 54, Si n 0, entonces w” = w. 


Teorema 55. Si A y B son enumerables, 
entonces A X B es enumerable. 
Teorema 56. Si A es enumerable pnd, 
entonces Ar es enumerable. 
Nos referimos ahora a algunos teoremas 
acerca de cardinales infinitos y transfinitos. 
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Las definiciones pertinentes y las demostra- 
ciones de los teoremas dependen todas del 
axioma especial para numeros cardinales. 
Debe ser claro, a partir de observaciones an- 
teriores, que toda demostraciön conocida de 
que un cardinal es transfinito si y solamente 
si es infinito depende del axioma de esco- 
gencia. 


tDefinición 26. x es un cardinal infinito 
si y solamente si existe un conjunto infi- 
nito A tal que R(A) = x. 


fDefinición 27. x es un cardinal transfi- 
nito si y solamente si existe un conjunto 
A infinito según Dedekind tal que K(A) 
= x. 
Sobre la base de los teoremas demostrados 
previamente, se deducen fácilmente los cua- 
tro resultados siguientes. 


Teorema 57. nes un cardinal infinito 
si y solamente si para todo cardinal finito 
m,m <n. 


+Teorema 58. nes un cardinal transfini- 
to si y solamente si n= n + 1. 


fTeorema 59. Si un cardinal és un cardi- 
nal transfinito,entonces es un cardinal in- 


finito. 


}Teorema 60. Si m es un cardinal infini- 
to o transfinito y m < n,entonces, R es 
un cardinal infinito o transfinito, respec- 
tivamente. 


Un teorema que requiere cierta cantidad 
de demostración (que se deja como ejercicio) 
es el de que la suma o el producto de un car- 
dinal transfinito o infinito con otro cardinal 
(excepto 0 para el producto) es también un 
cardinal transfinito o infinito. 


¡Teorema 61. Si m es un cardinal trans- 
finito o infinito, entonces 
(i) m+n es un cardinal transfinito 
o infinito, respectivamente, 
Gi) mn y m” son cardinales transfinitos 
O infinitos, respectivamente, previsto 
quen 0, 
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Gi) n™ es un cardinal transfinito o in- 
finito, respectivamente, previsto que 
1<n 


Podemos usar algunos de estos resultados, 
particularmente el teorema 58, para demos- 
trar una desigualdad para números transfini- 
tos, que no vale para cardinales arbitrarios, 
Nótese que el método de demostración es 
específico para cardinales transfinitos y no 
funcionará para cardinales infinitos (sin el 
axioma de escogencia). 


Teorema 62, Si m y n son cardinales 
transfinitos, entonces 


m+n < mu. 
Demostración. Sobre la base del teorema 58, 
m=m-+1 
n=n+1, 


de donde, usando las leyes distributiva y con- 
mutativa de § 4.3, 


(D) mn = (m+ D+ 1) =m4+m4+n 
+14 = (m+) + (mn + 1). 


Primeramente, sobre la base del teorema 74 
de § 4.3, sabemos que 


m<m+n 
y 
n<mni+4i, 


de donde, usando de nuevo el teorema 54, 
Q) m+n< (m+n) + (mn 4 1). 


Nuestro teorema se sigue de (1) y (2). Q.E.D. 

Por el uso del axioma de escogencia la 
desigualdad del teorema que se acaba de 
demostrar se puede reforzar.con una igual- 
dad, esto es, sobre la base de suponer el axio- 
ma de escogencia, podemos demostrar que 
la suma de dos cardinales transfinitos es igual 
a su producto. Nótese que el teorema es falso 
para cardinales finitos, ya que n-1<n +1. 

Para convertir algunos de los teoremas 
acerca de conjuntos enumerables en teoremas 
acerca de números cardinales, necesitamos 
definir el cardinal No de los conjuntos enu- 
merables, No se lee “alef sub-cero”; la letra 
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‘W esla primera letra del alfabeto hebreo. 
(Esta notación se originó con Cantor.) 


iDefinición 28. No = K(w). 
Como consecuencias inmediatas de los teore- 


mas 50 y 51 y la definición de adición car- 
dinal en $4.3, tenemos: 


Teorema 63. 
G) Sin es un cardinal finito, entonces 
No + 1 = No, 


(ii) No + No = No. 
La demostracion del util teorema siguiente 
se deja como ejercicio. 
+Teorema 64. Las tres condiciones si- 
guientes son equivalentes: 
(1) m es un cardinal transfinito, 


Gi) No<m, 
Gii) existe un cardinal n tal que Ño +n 
= mM. 


Sobre la base de los teoremas 52 y 53, te- 
nemos de una vez: 


¡Teorema 65. 


(G) Si n es un cardinal finito y n 0, 
entonces “No = No, 
(id) NoNo = No. 
Y sobre la base del teorema 54: 
jTeorema 66. Si n es un cardinal finito 
y n 0 entonces So" = No. 
Ahora demostramos dos hechos ulteriores 
acerca de los cardinales transfinitos. 
jTeorema 67. Si u es un cardinal trans- 
finito, entonces 
Gurt, 
(ii) si n es un cardinal finito, u +n =u. 
Demostración. En virtud del teorema 64 
existe un n tal que 


Stn=u 
de donde, 
u+ No = (No + n) + No 
=n + (No + No) 
=n+8Y por el teorema 63 
=N +n 
=u 


, 
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lo que demuestra (i). Con métodos similares 5. Hallar la forma aritmética exacta de la funcién /de 
la demostraciön del teorema 53, 


se establece (ii): 6. Demostrar el teorema 54. 
utn=u+rN)+n por (3) 7. Demostrar los teoremas 55 y 56, 
8. Demostrar que, si el dominio de una función es enu- 
=u + (No +n) merable, la función es enumerable y su recorrido cs finito 
o enumerable. 
ut Ro por puteorema fa 9. Demostrar que, si A es enumerable, entonces existe 
= por (i), de nuevo una familia B de conjuntos tales que 
@ Bes enumerable, 
Q.E.D. (ii) si C € B, entonces C es enumerable, 
(ii) si C. D € B y C = D, entonces Cn D = 0, 
(iv) UB =A 
(Las demostraciones conocidas del reciproco de este teo- 
EJERCICIOS rema requieren el axioma de escogencia.) 
10. Demostrar los teoremas 57 a 60. 
11. Demostrar el teorema 61, 
12. Demostrar el teorema 64. 
13. Demostrar que,si 1 es un cardinal finito, entonces 


[i 


Demostrar los teoremas 38 y 39. 
Demostrar el teorema 41. 
. Demostrar el teorema 51. 
. Demostrar el teorema 52. n< No 


Sun. 


Capitulo 6 


Numeros racionales y 
numeros reales* 


$ 6.1 Introducción. Para mostrar que nues- 
tros axiomas de la teoría de conjuntos son 
adecuados para permitir el desarrollo siste- 
mático de la matemática clásica, no es su- 
ficiente construir meramente los números 
naturales como lo hicimos en el capítulo an- 
terior. Como mínimo necesitamos mostrar 
que podemos construir entidades que tengan 
todas las propiedades esperadas de los nú- 
meros reales. 

Los dos métodos básicos de la teoria de 
conjuntos para construir los números reales 
fuera de los números naturales se deben a 
Cantor y Dedekind, pero Bertrand Russell 
también merece crédito por clarificar el ca- 
rácter riguroso de esas construcciones y por 
ser completamente explicito acerca de la iden- 
tificación de los números reales con las enti- 
dades construidas. 

Previa a la construcción de los números 
reales es la construcción de los números ra- 
cionales (intuitivamente un elemento racional 
es un número que puede representarse como 
la razón de dos enteros). Se pueden seguir 
varios caminos de desarrollo: 

1 
Números Naturales 
Enteros 
Fraccionarios 
Números racionales 
Números reales 

TI 
Números Naturales 
Fraccionarios no negativos 


*Este capítulo puede omitirse sin pérdida de continuidad. 


Números racionales no negativos 

Números reales no negativos 

Todos los números reales 

Til 

Numeros Naturales 

Fraccionarios no negativos 

Números racionales no negativos 

Todos los números racionales 

Números reales 
Se pueden seguir muchas variantes de estos 
tres caminos, dependientes de la elección del 
nivel al cual se introducen los números ne- 
gativos. Aqui se adoptará el camino III. Los 
fraccionarios no negativos se definen como 
parejas ordenadas de enteros no negativos. 
Asi el fraccionario ¿ = (1,2). Los números 
racionales no negativos se definen como cier- 
tas clases de equivalencia de fraccionarios. 
Por ejemplo, el número racional no negativo 
[4] correspondiente al fraccionario 4 esel 
conjunto de todos los fraccionarios m/n ta- 
les que n = 2m. Para obtener todos los nú- 
meros racionales, subimos a otro nivel de 
abstracción. Decimos que dos parejas orde- 
nadas (z, y) y (u, v) de números racionales no 
negativos son equivalentes cuando 

x+v=y+u 

y un número racional es precisamente una 
clase de equivalencia de tales parejas orde- 
nadas. Quizás puede parecer raro distinguir 
entre el fraccionario 4, el número racional no 
negativo [4], la pareja ordenada ([}], [1]), y el 
número racional (([3], 19])]. Pero, como vere- 
mos, cada nivel de abstracción se construye 
sobre el precedente de una manera natural. 
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Con todos los nümeros racionales disponi- 
bles, el procedimiento de Dedekind para 
construir los números reales es definir una 
sección o corte de los racionales como una 
pareja ordenada (A,B) de conjuntos tales que 


G) A y B son ambos no vacios, 
Gi) A U B = el conjunto de los ra- 
cionales, 
(ii) sixe A y ye B entonces x<p. 


A se llama la clase inferior y B la clase supe- 
rior, ya que todo elemento de A precede a 
todo elemento de B. Un número real es en- 
tonces, simplemente, una sección de los ra- 
cionales. 

Una definición algo más simple fue dada 
por Peano y Russell. Como lo sugiere una 
rápida inspección de la definición anterior, 
¿por qué no pasar por alto al conjunto 4 o 
al conjunto B? Esto nos lleva a: un corte in- 
ferior o segmento inferior de los racionales es 
un conjunto A tal que 


i) AJO, 

(ii) AC Ra, 

(iii) six CA y y € Ra ~ A entonces 
x<y, 


(iv) para todo xen A, existe un y en 
A tal que x < y, donde Ra es el 
conjunto de los números racio- 
nales. 


La demostración de que los segmentos infe- 
riores de los racionales tienen todas las pro- 
piedades esperadas de los números reales se 
da con gran detalle en Landau [1930]. 

El enfoque de Cantor para los números 
reales es menos algebraico y de carácter más 
analítico. El usa la noción básica de sucesión 
de racionales, esto es, la noción de una fun- 
ción cuyo dominio es w y cuyo recorrido es 
un subconjunto de Ra. Una sucesión x es 
una sucesión de Cauchy si, para todo número 
racional positivo e, existe un número natu- 
ral N tal que para todos m, n > N 


|En — zul < e 
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(Usando la notación tradicional, escribimos 
Ln, en lugar de x(n).)* 

Siguiendo a Cantor, dos sucesiones de Cau- 
chy x y y se dicen equivalentes si para todo 
número racional positivo e existe un número 
natural N tal que para todo n > N 


len — yal < e. 


Los números reales se definen entonces co- 
mo clases de equivalencia de sucesiones de 
Cauchy. 

En este capítulo seguimos a Cantor más 
bien que a Dedekind por la razón de que 
cuando se usan las sucesiones de Cauchy los 
métodos de demostración son mucho más 
característicos de los métodos generales del 
análisis, en particular, de los que se emplean 
en la teoría de series infinitas. 


$ 6.2 Fraccionarios. Volviendo ahora a los 
desarrollos sistemáticos, comenzamos por 
construir los fraccionarios no negativos, los 
cuales, por brevedad, llamaremos simplemen- 
te fraccionarios. Como en el capítulo ante- 
rior, usaremos las variables ‘m’, n, ‘p’. Y y 
“r”, con o sin sub-indices, para los números 
naturales. 


Definición 1. x es un fraccionario > (3 
m)(An)(n 4 04 x = (m, n)). 


BR m S À 
Intuitivamente, z = E y para tener disponi- 


ble esta notación usual, definimos: 


Definición 2. Sin Æ 0, entonces 
(m, n). 


313 


Hallaremos también conveniente tener a ma- 
no el conjunto Fr de los fraccionarios. 


Definición 3. Fr = (x: x es un fracciona- 
rio). 
En todos los usos de definición de la nota- 
ción de abstracción en este capitulo será ob- 
vio que el conjunto definido es el intuitiva- 
mente apropiado y no el conujnto vacio. Así 


* El nombre sucesión de Cauchy honra al gran matemá- 
tico francés A. L. Cauchy [1789-1857]. 
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que no enunciaremos ni demostraremos teo- 
remas como: 

x € Fr «> x es un fraccionario. 
Ahora definimos la relación =, (el sub-indi- 
ce es por “fraccionario”) tal que,si n, = 0 y 
n, ~ D, entonces 


Definición 4. 

œ, = Il, Mr. 

= { a ae n #0&n, 40& 
MN, = MA]: 


Como nuestro primer teorema tenemos en- 
tonces, 


Teorema 1. ‚es una relación de equi- 
valencia sobre Fr. 


Demostraciön. Para indicar cömo va la de- 
mostración, demostramos que =; es reflexi- 
va en Fr. Sea m/n un fraccionario; entonces, 
mn = mn, de donde; m/n œ; m/n. Q.E.D. 
En todas estas demostraciones se usan, sin 
referencia explícita, hechos elementales acer- 
ca de operaciones y relaciones sobre los nú- 
meros naturales. 


Teorema 2. Si = € Fr y p # O,entonces 


Ahora definimos menor que para fracciona- 
rios, 


Definición 5. <; au "9:n,x0 &n, 
ı% 
"0 &mn,< m) 


Dos teoremas esperados son: 


Teorema 3. <; es una ordenación par- 
cial estricta de Fr. 

Teorema 4. Six, y € Fr entonces ocurre 
exactamente una de las siguientes situa- 
ciones: 22 Y, I Li Y, Y SIT. 


Ya que <, es un conjunto, es posible una 


CAP. 6 


definiciön muy simple de mayor que para 
fraccionarios: es la conversa de menor que. 
Definición 6. >, = Zr 
Los dos teoremas siguientes afirman, res- 
pectivamente, que no hay un fraccionario 


mayor que todos y que entre dos fracciona- 
rios existe un tercero. 


Teorema 5. Si x € Fr, entonces existe un 
y € Fr tal que x <,y. 


Teorema 6. Si z, y € Fr, y z <; y, enton- 
ces existe un z € Fr tal que x <y2 <; Y. 


El último teorema expresa una propiedad 
importante que las relaciones pueden o no 
tener en un conjunto. Si el campo de R con- 
tiene a A y para cualquier x, y en A, si x Ry, 
existe un z en A tal que 
xRz&zRy, 

entonces se dice que R es densa en A. Asi, el 
teorema dice que <, es densa en Fr. 

El siguiente teorema dice que la relación 
>, tiene la propiedad de sustitución espera- 
da, con respecto a menor que, para fraccio- 
narios. 


Teorema 7.Sí z,yuv eFr&x <,y&x 
my u &y =y v, entonces u <yv. 


Ahora definimos adición entre fraccionarios. 
Definición 7. 


ad Gs, Ma, Ma, 
F+ ={ Tee hit % Oem, 08 ny 0 


gr Enam: =). 


NR, ns 


Para justificar la notación apropiada tene- 
mos: 


Teorema 8. Si r,ye Fr, entonces existe un 
único z en Fr tal que (z, y, 2) € F+. 


Definición 8.Si x,y,z € Fr,entonces x+y 
=e (ryz) EFH. 


Nótese que, ya que la definición dada atrás 
del símbolo ‘+’ para ordinales era condicio- 
nal, no puede surgir confusión alguna de la 
omisión del’ sub-indice aquí. Obviamente, 
este no es el caso para menor que. Por un 
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procedimiento similar habria podido omitirse 
el sub-indice de “==” 

Tenemos la batería esperada de teoremas. 
El primero establece que la equivalencia de 
fraccionarios tiene la propiedad de sustitu- 
ción con respecto a la adición entre fraccio- 
narios. Este teorema, como el teorema 7, es 
decisivo para desarrollar la teoría de los nú- 
meros racionales en la sección siguiente. 


Teorema 9. Si z,yjuo € Fr & r œu 8 y 
œv, entonces + y œu +v. 


Teorema 10. Si n + 0,entonces mm 
Mm, + My 
n 


Teorema 11. La adición entre fracciona- 
rios es conmutativa y asociativa, 
Demostración. Solamente demostramos la 
asociatividad 
m, çm m 
e +44 


Ny Ny n 


mina, + AMAN + NN MS 


ARM 
a mnn,) +n (men + Noms) 
R (Rn) 
_Mı man, + nym, 
n; NN 


Teorema 12. La adiciön entre fracciona- 
rios es monotónica respecto a la relación 
menor que para fraccionarios, esto es, si 
xy z € Fryx <,y, entonces 


z+z<,y+tz 


ztr<sze ty 


Teorema 13. La adiciön entre fracciona- 
rios tiene la propiedad de cancelaciön con 
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respecto a menor que para fraccionarios, 
esto es, Six, y, 2 € Fry 


apa siy te 


etu<yszty, 
entonces 
T <y. 


Cuando decimos que una operación simple- 
mente tiene la propiedad de cancelación, que- 
remos decir que ello sucede con respecto a la 
relación de identidad. Así, una operación bi- 
naria * tiene la propiedad de cancelación si y 
solamente si siempre que z*r2=yx*2 0 
2*2 = z xy, entonces x = y. Dejamos como 
ejercicio el problema de determinar si la adi- 
ción y ła multiplicación entre fraccionarios 
tienen la propiedad de cancelación. (Con 
respecto a la identidad.) 

Definimos ahora la multiplicación entre 
fraccionarios. 


Definición 9. 


F. = (qua, ma ma. n,#0&n,#0&n, 
1 3 


Ny n 
ox ¿Mm ml 
nine Ths 


Teorema 14. Six, y € Fr,entonces existe 
un único z en Fr tal que (x,4,2) € F- 
Definición 10. Si 2,y,2 € Fr, entonces ry 
=z (1, y, 9€ PF. 


Teorema 15. Si x,y,uv € Fr «r=,ué 
y œv, entonces ry sw. 


Teorema 16. La multiplicación entre frac- 
cionarios es conmutativa y asociativa; 
además, es distributiva (tanto a izquierda 
como a derecha) con respecto a la adición 
entre fraccionarios. 

Teorema 17. La multiplicación entre frac- 
cionarios tiene la propiedad de cancela- 
ción, con respecto a menor que para frac- 
cionartos. 


El siguiente teorema expresa esencialmente 
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que la divisiön entre fraccionarios, excepto 
por cero, es siempre posible. 


Teorema 18. Six, y € Fry y >, $, en- 
tonces existe un z en Fr tal que 2 =, yz. 


Demostración, Sea 


de donde 


ye = (PA (man 
Naf NMM, 


= MMM: 
RAMA 


= (m [rar 
n,/\mn, 


Q.E.D. 


Algunas propiedades obvias ulteriores de los 
fraccionarios se han formulado como ejerci- 
cios. 


EJERCICIOS 


Completar la demostracién del teorema 1. 
Demostrar los teoremas 2,3 y 4. 
. Demostrar los teoremas 5, 6 y 7. 
Demostrar el teorema 8. 
Definir Sy de la manera obvia. 
(a) ¿Es esta relación antisimétrica? 
(b) Demostrar que, si x,p,uv € Fr & x Spy & x 
y u & yyy, entonces u < yy. 
(c) Demostrar que, si x,y,z € Fr & x Syy & y <fr 
entonces z <; y. 
6. Dar una definición condicional directa de adición 
entre fraccionarios sin usar como patrón la definición 7. 
7 Demostrar los teoremas 9 y 10. 
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8. Demostrar los teoremas 11 y 12. 

9. Demostrar los teoremas 13 y 14. 

10. Demostrar los teoremas 15 y 16. 

11. Demostrar el teorema 17. 

12. ¿Tienen la adición y la multiplicación entre fraccio- 
narios la propiedad de cancelación (con respecto a la 
identidad)? 


É 0 1 
13. Definir (7 = ry y= T: Demostrar que, si x,y,z, 


uv & Fr, entonces: 
(a) z+Q=2, 
(b) zO = 0, 
(e) tl =z, 
(d) si zz <zyzy 2 >,0, entonces z <y. 
©) siy <z y» 2 >7,0; entonces ry <y xz. 
14. Dar un contra-ejemplo para mostrar que el teorema 
18 es falso si = se reemplaza por la identidad. 


$ 6.3 Números racionales no negativos. Des- 
arrollamos ahora la teoría de los números ra- 
cionales no negativos como clases de equiva- 
lencia de fraccionarios. 


Definición 11. Si x € Fr, entonces 
kl, = ty: y € Fr & y œ r}. 


Asi, [x], es el conjunto de todos los fraccio- 
narios equivalentes al fraccionario x. Usa- 
mos el sub-indice ‘,’ para indicar “racional 
no negativo”. (Es importante darse cuenta 
que los varios sub-indices introducidos en es- 
te capitulo, como ‘f’ y‘; , no son variables.) 
Definición 12. Nr = (4: (Jr € Fr & 
A =[z],}. 
Tenemos, como resultado obvio, 
Teorema 19. El conjunto Nr de los racio- 
nales no negativos es una partición del 
conjunto Fr de los fraccionarios. 
Usamos las letras mayúsculas ‘AM’, ‘N’, P’, 
‘0’, con o sin sub-indices, para números ra- 
cionales no negativos. 
Definición 13. <, = ((M, N): M,N € Nr 
&(Ar)\Gy@eM&ycN &z <y). 


Ahora usamos el teorema 7 para demos- 
trar: 
Teorema 20. <, es una ordenaciön sim- 
ple estricta de Nr. 
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Demostración. Necesitamos demostrar que 
<, es asimétrica, transitiva y conexa en Nr. 

[Asimetria]. Supongamos que M, N € Nr 
y M <, N. Entonces existe un fraccionario 
x en M y un y en N tales que 

(1) T <y. 
Supongamos ahora que existe un fracciona- 
rio u en M y un v en N tales que 

(2) v<ru 


A partir del teorema 19 y de hechos familia- 
res del capitulo 3, que tienen que ver con las 
particiones, sabemos que 


M = 1], = [ul,, 
N=(y) bb. 


de donde rr=yu y yo, u, asi que, en vir- 
tud del teorema 7 y (1), 

TESTA 
lo que es absurdo, ya que <, es asimétrica 
(teorema 3). Entonces no existen fracciones 


en M y N que satisfacen (2) y concluimos que 
no es el caso de que N <, M. 


[Transitividad]. Supongamos: MN, P € 
Nr& M<.N € N <,P. Entonces existe un 
fraccionario x en M, p, en N, y, en N, zen 
P, tales que 


£ LIY Uy, <ız, 
pero 
Yi Yo 
de donde, por el teorema 7, 
x <1Yu 


así que, en virtud de la transitividad de <, 
(teorema 3), 


T <z, 
a partir de lo cual concluimos: 
M <,P. 


[Conectividad]. Supongamos que M, NENT 
y que M = N. Puesto que tanto M como N 
son diferentes del conjunto vacío, sea x un 
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elemento arbitrario de M y y de N. En virtud 
del teorema 4 tenemos: 


zu YE < Y OY LIT, 


pero si x œ p, entonces M = [x], = [»],= 
N, contrario a nuestra suposición, por tanto, 
z<; Yo y <, x, lo que establece que M<, 
NoN<, M. Q.E.D. 


Esta demostración ilustra la clase típica de 
argumento que se usa para ir de un nivel de 
abstracción a otro más alto. Todo depende 
de dos consideraciones: <, tiene la mayor 
parte de las propiedades que se esperan de 
<, y = tiene propiedades de sustitución 
como la identidad. 

Ahora definimos la adición de números 
racionales no negativos. Para demostrar que 
todo es como debe ser, hacemos uso decisivo 
del teorema 9. 


Definición 14. N+= {(lz],, fyb, [2)):3,4,2 
EFráéx+y=.l. 
Teorema 21. Si M, N E Nr entonces 
existe un único P en Nr tal que (M,N,P) 
eN+. 

Demostración. En virtud de la definición 


de Nr existe un x en Fr y un y en Fr tales 
que 


M = (xl, 
N = [yl.. 
Ya que z + y € Fr, sea 
P = [z + yh 


Entonces, (M,N,P) € N+. 


Para establecer la unicidad de P, suponga- 
mos (M,N,P) € N+. Entonces, por la de- 
finición 14, deben existir elementos u, y, w 
tales que 


M = (ul, 

N = [ol, 

P, = (ul, 
utv=w 
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Pero entonces, 


U yx 
vœ Y, 
de donde, por el teorema 9, 
uu 14 Y, 
esto es, 
w= ty, 


de lo cual concluimos: 
P, = lw). = [1 + yl =P, 


como se requería. Q.E.D. 


El teorema que se acaba de demostrar jus- 
tifica la definición de adición entre números 
racionales no negativos. 

Definición 15. Si M, N, P € Nr, entonces 


M+N =P o(M,N,P)EN+. 


Teorema 22. La adición entre números 
racionales no negativos es conmutativa y 
asociativa, tiene la propiedad de cancela- 
ción y es monotónica con respecto a la re- 
lación menor que para números raciona- 
les no negativos. 


Demostración. Solamente demostramos la 
conmutatividad; las partes restantes de la 
demostración siguen una estrategia semejan- 
te. 

Existen fraccionarios x y y tales que 


M = (0) 
N = [yl, 


de donde 
M +N =[2l + [ul 


= [e + yl. 

= [y + z], 

= ly) + [a 

=N+M. Q.E.D. 


Ahora formulamos, sin demostraciön ni 
comentario, la definiciön anäloga y los teo- 
remas para multiplicaciön entre nümeros ra- 
cionales no negativos. 
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Definición 16. N- = (([z),, yl, le): 29,2 
eEFr&ay=e). 


Teorema 23. Si M, N € Nr, entonces 
existe un único P en Nr tal que (M,N,P) 
EN. 

Definición 17. Si M, N, P, € Nr,enton- 
ces MN =P S(M,N,P)EN-. 


Teorema 24. La multiplicación entre los 
números racionales no negativos es con- 
mutativa y asociativa y es distributiva con 
respecto a la adición entre números ra- 
cionales no negativos. 


Según los lineamientos del ejercicio 13 de 
la sección precedente, podemos definir el ce- 
ro y el uno para los números racionales no 
negativos. 


Definición 18. 0, = [$1 
Definición 19. 1,=[H. 
Teorema 25. Tenemos: 
O G1, 
Gi) SiM E€ Nr, entonces M + 0;= M 
»M:ı=M, 
(ii) SMNPENIyOG<,M&N 


<P entonces MN<,MP, 

(iv) SiM, N ENr y 0,<,N, entonces 
existe un P en Nr tal que M = 
NP. 

Para introducir la sustracción ordinaria, 
debemos construir el conjunto completo de 
los números racionales, positivos, negativos y 
cero. Este es el objetivo de la sección si- 
guiente. 

EJERCICIOS 

1. Demostrar el teorema 19. 

2. Completar la demostración del teorema 22. 

3. Demostrar que, si M, NENr y M, <,N, entonces 
existe un único P en Nr tal que 

M+P=N. 

4. Demostrar el teorema 23. 

5. Demostrar el teorema 24. 

6. Demostrar el teorema 25. 

7. Demostrar que, si M, NE Nr y 0» <» M, entonces 
existe un entero n tal que 


N < [ipa 


SECC. 6.4 


(Este resultado establece que los números racionales no 
negativos tienen la que se conoce como propiedad arqui- 
mediana.) 


$ 6.4 Números racionales. Antes de que po- 
damos definir el conjunto completo de los 
números racionales, necesitamos entidades 
que estén, con respecto a los números racio- 
nales, en la situación en que los fracciona- 
rios están respecto de los números racionales 
no negativos. Una pareja ordenada (M, N) 
de números racionales no negativos se inter- 
preta intuitivamente como M — N. Los des- 
arrollos formales son muy similares a los que 
han precedido, así que el tratamiento será 
más bien resumido. Con la sustracción en 
mente, designamos el conjunto de parejas de 
números racionales no negativos, con ‘Sb’. 


Definición 20. Sb=((M, N):M,N € Nr]. 


Definición 21. =, ={((M N 1}, (M N DD): 
M, No MN ENrGM AN ¿=M HN). 


Teorema 26. ~œ, es una relación de equi- 
valencia sobre Sb. 


Definición 22. <,={(M,,N,),(M,,N,)):M,, 
N Ma Na € Nr &M, +N, <M, +N}. 


Omitimos los teoremas obvios sobre <,. 


Definición 23. 

S+= {UM N) (M aN a), (Ma N DD: 
MNM Nao Ma NoE Nr&(M, + 
Ma Ni +N) = (MN al. 

Teorema 27. Si M, N € Sb, entonces 


existe un único P en Sb tal que (M, N, P) 
€ S+. f 


Definición 24. Si M. N, P € Sb, entonces 
M+N=PUM,N,P)CS8+. 
Definicién 25. 
S- = (MN), MaN a), (MN o): Mu 
N,M¿N y M¿N ¿ENT (M Mat NNa 
MN +N My) = MiN y). 
La idea simple e intuitiva de esta definición 
más bien compleja es la de que 


(Mı — N)(M,-— N, =M,-N,oMM, 
—M.N,—N,\M,+N,\N, =M,-N. 
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Teorema 28. Si M,N € Sb,entonces exis- 
te un único P en Sb tal que (M,N,P)cS-. 


Definición 26, Si M,N,P € Sb, entonces 

MN =P o (M,N, P} ES.. 

Teorema 29. Si M,M,¿N,N,€ Sb& 

M,=,M,4 Ni =,N y entonces: 

(i) Si M,<¿N entonces Ma < Ny 

Gi) M, +N œM: + Ns 

(ii) MN, =, M,N). 
En resumen, este teorema establece que la 
relaciön de equivalencia definida para Sb 
tiene las propiedades de sustituciön apropia- 
das. En lugar de formular propiedades de 
las operaciones sobre parejas ordenadas de 
nümeros racionales no negativos, continua- 
mos definiendo clases de equivalencia de 
estas parejas y asi obtenemos los nümeros 
racionales. Siguiendo a Whitehead y Russell, 
usamos el sub-indice “ para operaciones y 
relaciones entre nümeros racionales, reser- 
vando ‘/ para los números reales. También 
para los propósitos del trabajo ulterior usa-: 
mos informalmente las variables generales 
‘2’, ty, ‘2’, ‘w, w, con o sin sub-indices, para 
números racionales. La teferencia explícita al 
conjunto Ra de los racionales evitará cual- 
quier ambigüedad. 


Definición 27. Sí M € Sb, entonces [M], 
={N: NESb&NYM}. 


Definición 28. Ra = {z: (JM)(M € Sb 
& x = [M],)}. 


Antes de formular un teorema amplio sobre 

los nümeros racionales necesitamos definir 

menor que, adición y multiplicación. 
Definición 29. <, = (IM. (NJ): MANE 
Sb& M <N}. 


Definición 30. R+ = {([M]., [N]. [P].): 
M, N,PESb&M +N =P}. 


Teorema 30. Si x y y son números racio- 
nales (p. ej, x,y € Ra), entonces existe un 
único racional z tal que (x, y, 2) € R+. 
Definición 31. Si x, y y z son números ra- 


cionales, entonces 
+y=2o(2,y 2) ERF. 
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Definición 32. R- = (([M),, IN], [P].):M, 
N, PESb&MN = P}. 


Teorema 31. Si x y y son números racio- 
nales, entonces exisie un único número ra- 
cional z tal que (x, y, Z} € R. 
Definición 33. Si x, y y z son números ra- 
cionales entonces 


xy = 2e (2, Y, 2) E R. 
Definimos también el cero y el uno. 
Definición 34. 


0, = [(0,, 0,)]» 
1, = KL, 0,)]. 


Teorema 32. La relación menor que y las 
operaciones de adición y multiplicación 
para números racionales junto con 0, y 
l, tienen las quince propiedades siguien- 
tes para todos los números racionales x, 
HAYS 
O :ty=y+z, 
(2) zy = ys, 
B) @tytz=2+ (+2), 
(4) (ey) = x(yz), 
(5) zly +2) = zy + zz, 
(6) 24+0=x, 
(7) z-l=z, 
(8) Existe un numero racional y tal qué 
x+y=0, 
(9) Sí y 0, entonces existe un núme- 
ro racional z tal que x = yz, 


(10) Si x <, y entonces no y <, %, 

A1) Six<, yyy <, Z Entonces x <, 2, 

(12) Six Ay, entonces r<,yoy<,x, 

(13) Si py <, zentoncsz+y<,x +2, 

(14) SiO <, xyy <, Zz, entonces zy<, 
22, 

(15) 0.5% 1,. 


La demostración de las quince partes del teo- 
rema se dejan como ejercicio. A partir de 
este punto supoñemos todos los resultados 
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aritméticos familiares, acerca de los números 
racionales, sin desarrollo explícito adicional. * 
Suponiendo definido el negativo de un nú- 
mero racional y <,, es deseable también, 
por su importancia para la siguiente sección, 
definir el valor absoluto de un número racio- 
nal y resumir las propiedades de esta ope- 
ración. 
Definición 35. Si x es un número racional, 
entonces 


ll = y > (z >,0—>y = z) & (z <,0 
>y = —a). 


En la notación matemática usual escribiría- 
mos: 


zsiz>0, 
la] = Q.E.D. 
—2siz <0. 
Teorema 33. Si x y y son números racio- 
nales, entonces: 
@) lx] >0 


Gi) ley] = ll- iyl 

(iii) Je + yl < lel + lal 
(iv) [zl — lyl < lx — yl 
(v) zly! < Izy). 


Para indicar cuäntos niveles de abstracciön 
hemos recorrido, definimos los nümeros ra- 
cionales correspondientes a los números na- 
turales. 


Definición 36. n, = KE [th], 


Los hechos expresados en el teorema final 
de esta sección son tanto intrinsecamente in- 
teresantes como útiles más adelante. La de- 
mostración usa el método diagonal de Cau- 
chy para reordenar una sucesión doblemente 
infinita en una simplemente infinita. (Com- 
párese la demostración de $ 5.3 en la que 
w Xo = w.) 


Teorema 34, El conjunto de los números 
racionales es enumerable y puede ser bien 
ordenado sin usar el axioma de escogen- 

cia. 
* Los desarrollos deductivos de las quince propiedades 
del teorema 33 se encuentran en mi Introduction to Logic. 
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Demostración. Será obvio que la ordena- 
ción construida establece ambas partes de la 
demostración. Se omiten los detalles. Repre- 
sentamos todo número racional por un frac- 
cionario m/n tal quem y n no tienen factor 
común mayor de 1. Así el número racional 
un medio se representa con ¿, no con $ 6 3, 
El negativo un medio, con —3, cero, con $, 
etc. (La traducción de estas nociones intuiti- 
vas en las construcciones con clases de equi- 
valencia usadas para obtener los números 
racionales es cuestión de rutina.) Ordenamos 
los fraccionarios, primero de acuerdo con la 
suma de myn. Si m +n =m’ +n, m/n 
precede a m’/n’, cuando m<m'. Finalmente, 
los fraccionarios negativos preceden inmedia- 
tamente a sus contrapartes positivos. La or- 
denación es entonces: 


oO 11 11 22 11 33 11 
ONO Ce ch 77 
22 

-$p Q.E.D. 


Para evitar el uso continuo de sub-indices 
en las secciones subsiguientes no distingui- 
remos entre 2. y n y el contexto será claro 
cuando la entidad es apropiada. Puede con- 
siderarse una definición útil, que se refiere 
tanto a n como a ns. Esta es la definición del 
menor entero igual o mayor que un número 
racional positivo. 

Definición 37. Si x es un número racional 
positivo, entonces 


ld = nez S n, € (Uma S mon, 


Que en la notación intuitiva usual es: * 


* Este uso adicional de los paréntesis rectangulares no 
debe dar lugar a confusión, puesto que no se usa aquí 
sub-indice alguno. Es realmente más común definir [x] 
como el mayor entero <x. La presente notación es muy 
conveniente para nuestros propósitos. 


< my). 
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EJERCICIOS 


Demostrar el teorema 26. 

Demostrar los teoremas 27 y 28. 

Demostrar el teorema 29. 

Demostrar los teoremas 30 y 31. 

Demostrar el teorema 32. (Este ejercicio tiene 
quince partes.) 

Demostrar el teorema 33. 

. Dar una demostración detallada del teorema 34. 
3. Demostrar que, si x y y son números racionales 
positivos, entonces: 

O [e+ y < fe] + iyl 

Gi) [ey] < [el ly]. 


$ 6.5 Sucesiones de Cauchy de números ra- 
cionales. Ahora desarrollamos los hechos 
fundamentales acerca de sucesiones de Cau- 
chy de números racionales sobre la base de 
las cuales construimos los números reales en 
la sección siguiente. La notación de sub-indi- 
ce “ se ha eliminado en esta sección y en lo 
que resta del capítulo. 


PS 


a 


Definición 38. x es una sucesión si y sola- 

mente si x es una funciön sobre el con- 

junto w de los nümeros naturales. 
Introducimos la notación usual de sub-indi- 
ces para los elementos dé una sucesión. 


Definición 39. {Si x es una sucesión, 
Tn = x(n). 


En la terminologia usual, z, es el n-simo ele- 
mento o término de la sucesión x. 

Violando ligeramente nuestras reglas usua- 
les de definición, introducimos también una 
notación que se acostumbra para sucesiones. 


Definición 40. Si x es una sucesión, 
A EA 


Las sucesiones en las cuales estamos particu- 
larmente interesados son: 


Definición 41. x es una sucesión de nú- 
meros racionales si y solamente si x es 
una sucesión y el recorrido de x es un 
subconjunto del conjunto de los números 
racionales. 


7 Esta definición esencialmente duplica la definición 
15 de §5.2. 
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Las operaciones sobre sucesiones de nü- 
meros racionales se definen de la manera 
esperada. La linea de razonamiento que jus- 
tifica las definiciones es también obvia para 
requerir teoremas separados. 


Definición 42. Si x y y son sucesiones de 
números racionales entonces, 


24 y=2<0(Vn)le + Ya = Za) 


Definición 43. Si x y y son sucesiones de 
números racionales, entonces 


zy = 205 (Wn) (anys = zn). 


Claramente, si x y y son sucesiones de núme- 
ros racionales, entonces también lo son x + y 
y xy. 

Las demostraciones de las propiedades es- 
peradas de estas operaciones de adiciön y 
multiplicaciön se siguen fäcilmente a partir 
de las propiedades de las operaciones corres- 
pondientes para los números racionales. 


Teorema 35. La adición entre sucesiones 
de números racionales es conmutativa y 
asociativa y tiene la propiedad de cance- 
lación. 
Demostración. Solamente demostramos la 
cancelación a derecha. Sean x,y y z suce- 
siones de números racionales. 


14 2=Yy +20 (Var t 2 = Ya F Za) 
(van = ya) 


or=Y. GED 


Teorema 36. La multiplicación entre su- 
cesiones de números racionales es conmu- 
tativa, asociativa y distributiva con respec- 
to a la adición. 


Las sucesiones de números racionales esen- 
ciales para la construcción de los números 
reales son las sucesiones de Cauchy que se 
van a definir ahora. 


Definición 44. x es una sucesión de Cau- 
chy de números racionales si y solamente 
si x es una sucesión de números raciona- 
les y para todo número racional e > 0 
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existe un entero positivo N tal que para 
todos los m,n > N 


[En — tml < e* 
Como se puntualizó en la introducción de 
este capitulo, las sucesiones de Cauchy se lla- 
man también sucesiones convergentes, Suce= 
siones regulares y sucesiones fundamentales. 

No estan de más algunos ejemplos de su- 
cesiones de Cauchy en vista de la importancia 
fundamental de la noción. Sea x la sucesión 
de números racionales tal que x, = 0 y para 
n >l 
tno 

Para demostrar que x es una sucesión de 
Cauchy necesitamos hallar, para cada núme- 
ro racional positivo e, un entero N tal que 
para m n>N 

lan — zul <e 


Aqui es fäcil hallar el N apropiado. Sea 


Entonces las desigualdades siguientes para 
m,n > [2] establecen que x es una sucesiön 
de Cauchy: 


p<} 
n mn 
pls 

<[+] 

€ 

1 

> 

€ 

<e 


Como un segundo ejemplo, sea x la suce- 
sión tal que para n > 0 
n:—1 

nm 


Ta 


* Usamos ‘e’ en deferencia a la notación tradicional, 
aún cuando viola nuestra convención anterior, según la 
cual, las letras gricgas minúsculas son variables que toman 
como valores a números ordinales. Por una razón seme- 
jante usamos frecuentemente “entero positivo” o simple- 
mente “entero” en lugar de “número natural”. 
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Aqui la escogencia natural de N es Lx 

€ 
pero ys no es en general un número racio- 
nal. Dejamos como ejercicio una escogencia 
apropiada de número racional, 

Ahora queremos demostrar el hecho im- 
portante de que la suma y el producto de dos 
sucesiones de Cauchy es también una suce- 
sión de Cauchy. La demostración concer- 
niente al producto de dos de tales sucesiones 
hace uso del siguiente hecho. 


Teorema 37. Si x es una sucesión de Cau- 
chy de números racionales, entonces exis- 
te un número racional positivo 8 tal que, 
para todo n, 


Izal < ô. 


Demostración. En virtud del hecho de que 
x es una sucesión de Cauchy existe un entero 
N tal que para todos los m, n > N 


(0) [Tn — tml <1. 
Sea 
(2) & = max (el, [zih - - - eal ews) +. 
Obviamente, paran = N + 1, 
la! < ô. 


Supongamos entonces que n > N + 1. En 
virtud de (1), 


latal < leval + 2, 
pero en vista de (2) 
ars +158 


Q.E.D. 


Teorema 38. Si x y y son sucesiones de 
Cauchy de números racionales, entonces 
x +y, xy son también sucesiones de 
Cauchy de números racionales. 


Demostración. [Suma]. Sea e > 0. Por 
hipótesis existen números M y N tales, que si 
m,n > M, entonces 


€ 
<> 


haa 
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y simon >N, 
€ 
þa- v <7 
Sea 
P = max (M,N). 


Si m,n > B entonces 
Kza + Ya)—(2m + Yn)l=l (En — Em) Hn — Ym)l 
< Iza — Eml + lyn — yal 


o 
<gte 
<e 


[Producto]. Sea e > 0. En virtud del teore- 
ma precedente existen números racionales 
positivos ô, y 3, tales que, para todo n, 


leal < 8, 
lunl < 8a 


Sea 5 = max (6,,5,). Además, puesto que x y 
y son sucesiones de Cauchy, existe un entero 
M, tal que para m,n > M, 


lan — zul < € /(28), 
y existe un entero M, tal que para mn>M, 
[un — Ym] < € /(28). 
Sea M = max (M,, M,). Entonces, para m,n 
> M, 
[tan — Emyn) = Enya — EnYm + Lam — LnYml 
< ltal ¡Un — Imt+ lynl kön — zul 


<o(5)+(5) 


<e. Q.E.D. 


En nuestro desarrollo los números reales 
son ciertas clases de equivalencia de sucesio- 
nes de-Cauchy de números reales; ahora de- 
finimos la relación de equivałencia apropiada. 


Definición 45. Si x y y son sucesiones de 
Cauchy de números racionales, entonces 
x= y, si y solamente si, para todo nú- 
mero racional positivo e, existe un ente- 
ro N tal que, para todo n > N 


lan — yal < e 
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Nötese que dos sucesiones de Cauchy pue- 
den ser equivalentes aun si difieren en todos 
los términos. Por ejemplo, si para n > 0 


el 
a ee? 

n +1 
Yn = — 


Entonces, para todon>0,%,#Yn,Pero T >: y. 


Ya que no hemos definido la relación =« 
como una entidad de la teoría de conjuntos, 
debe estudiarse el teorema apropiado que se 
refiere a sus propiedades como relación de 
equivalencia. La demostración se deja como 
ejercicio. 


Teorema 39. Si x,y y z son sucesiones de 
Cauchy de números racionales, entonces: 
OQ rm: 
Gi) si t=, y. entonces y =, x, 
Gl) sí s.y y y œZ, entonces =. Z. 
La relación menor que para sucesiones de 
Cauchy es análoga a la equivalencia. 


Definición 46. Si x y y son sucesiones de 
Cauchy de números racionales, entonces: 
x <, y si y solamente si existe un nú- 
mero racional 8 > 0 y un entero N tal 
que paran > N 


Ya > in + 6. 


Son válidas las propiedades esperadas. 


Teorema 40. Si x y y son sucesiones de 
Cauchy de números racionales, entonces 
es válida exactamente una de las siguien- 
tes situaciones: 


TY, T LY, Y Let. 


Demostración. Es obvio, a partir de las de- 
finiciones dadas, que a lo más una de las 
relaciones puede ser válida. Así que necesi- 
tamos demostrar que por lo menos una es 
válida. 

Supongamos que x no es equivalente a y. 
Se sigue inmediatamente de la definición 45 
que existe un número racional positivo 2e tal 
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que, para todo entero N, existe un n > N tal 
que 


(1) loa — tal > De. 
Pero ya que x y y son sucesiones de Cauchy, 
existe un entero M, tal que, sim, n > M,, 
entonces 


ee 


Tn — Xm 2 


y existe un entero M, tal que, si mn > M,, 
entonces 


€ 
= 


Usando el resultado que lleva a (1), existe un 
entero p tal que 


p > max (M,, M,) 


lv» — Um 


y 
Q) 
ler — Yal > 2e. 


Tenemos ahora dos posibilidades: 2, > y, 
O Yp> Ep. 

Supongamos que £p > yp Entonces, en 
virtud de (2), 


(3) By > Yo +20 
Además, para todo n >p 
€ 

(4) Lp ~ za < 3 

€ 

65) ve - uv <$ 


de donde, a partir de (3) y (4), 


3 
> yet 2e~s=u ts 


Pa 
2 


Pero se sigue a partir de (5) que 


(6) tn > Tp — 


Y Y > 3 


e inferimos a partir de (6) y (7) que, para 
todo n > p, 


3 
H>H Mts 
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Asi que sobre nuestra suposición, y <, x. 

Si y, > z, , inferimos con el mismo tipo de 
razonamiento que x <. y. Q.E.D. 

La demostración de que menor que es asi- 
métrica y transitiva para sucesiones de Cau- 
chy se deja como ejercicio. 

Teorema 41. Si x, y y z son sucesiones 
de Cauchy de números racionales, enton- 
ces: 

(i) Six<, y entonces no y <eX, 

Gi) Six<. y y p<, 2 entonces x <, Z. 

El teorema final de esta sección establece 
que la relación de equivalencia definida para 
sucesiones de Cauchy tiene las propiedades 
de sustitución adecuadas. 

Teorema 42. Si x, y, u, v son sucesiones 
de Cauchy de números racionales y x=. 
uy y œ. V, entonces: 

Gü) Six <, y, entonces u Zev, 

Gi) z+yœ.u +v, 

di) xy =. uv. 

Demostración. Demostramos solamente 
(iii). Sea e > 0. Por el teorema 37 existen 
números racionales positivos 4,, 8,, 6,, 8, ta- 
les que para todo n 


lza] < 8, 
lynl < 8, 
Iual < 8, 
jon < 84 
Sea 3 = max (6,. 5,, ôs, 6,). Por la hipótesis 
de equivalencia existe un entero N tal que 
paran > N, 
lta — tal < e/25, 
y existe un entero N, tal que para n > N, 
lyn — val < €/28. 


Sea N = max (N,, N,). Entonces para todo 
n > N, tenemos: 


[an — Undal = |EnyYn — UnYn + UnYn — Untal 
S [yl lta — unl + lnl yn — Val 
< d(e/25) + &(e/26) 


<e Q.E.D. 
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Nótese cuán similar es esta demostración a 
la demostración de que el producto de dos 
sucesiones de Cauchy es una sucesión de 
Cauchy. 

EJERCICIOS 


1. Demostrar que el conjunto de todas las sucesiones 
de números racionales existe, 
2. Sea x la sucesión tal que 


t= 0 


in = 


Demostrar que x es una sucesién de Cauchy. 

3. Sea x la sucesión tal que 

gn 
= 
n! 
Demostrar que x es una sucesión de Cauchy. 

4. Completar la demostración del teorema 35. 

Demostrar el teorema 36. 
Demostrar el teorema 39, 
Demostrar el teorema 41 
Completar la demostración del teorema 42. 

9. Primero definimos: x es una sucesión monótona cre- 
ciente de enteros si y solamente si (i) x es una sucesión, 
(ii) el recorrido de x es un subconjunto de w, (iii) si m < n, 
entonces Xm < Xp. Enseguida definimos: x es una sub-su- 
cesión de y si y solamente si y es una sucesión y existe 
una sucesión monótona creciente de enteros z tal que 
x=yo2. (Esto proporciona una definición precisa de la 
idea intuitivamente familiar de sub-sucesión. El símbolo 
O designa composición entre funciones.) 

(a) Dar un ejemplo de una sucesión de números ra- 
cionales que no sea una sucesión de Cauchy, pero que 
tenga una sub-sucesión que lo sea. 

(b) Dar un ejemplo de una sucesión de números ra- 
cionales que no tenga sub-sucesión alguna que sea una 
sucesión de Cauchy. 

(c) Demostrar que toda sub-sucesión de una suce- 
sión de Cauchy de números racionales es también una 
sucesión de Cauchy de números racionales. 

(d) Demostrar que, si y es una sucesión de Cauchy 
de números racionales y x es una sub-sucesión de y, en- 
tonces x =¿ y- 


OIA 


§ 6.6 Nümeros Reales, Comenzamos por 
definir clases de equivalencia de sucesiones 
de Cauchy de nümeros racionales. 


Definición 47. Si x es una sucesión de 
Cauchy de números racionales, entonces 
[x], = { y: y es una sucesión de Cauchy 
de números racionales & y =e x). 
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Y definimos entonces el conjunto Re de los 
números reales. 
Definición 48. Re = {y: (Ax) (x es una 
sucesión de Cauchy de números raciona- 
les £ y = [x]-)}. 
Tenemos el teorema obvio: 
Teorema 43. El conjunto de los números 
reales es una partición del conjunto de su- 
cesiones de Cauchy de números raciona- 
les. 
Definimos enseguida menor que, adición y 
multiplicación. 
Definición 49. <, = ich, [y]):2, y son 
sucesiones de Cauchy de números racio- 
nales &z<.y}. 
Definición 50. R+ = (Ke), (yl, kl): z, 
y,2 son sucesiones de Cauchy de números 
racionales & z + y = z}. 
Teorema 44. Si x y y son números reales, 
entonces existe un único número real z tal 
que (x, y, 2) E R+. 
Definición 51. Si x, y, z € Re, entonces 
x+y=ze {xy z) ER+. 
Definición 52. R- = {<{z],, ly] (ele): 2,y,2 
son sucesiones de Cauchy de números ra- 
cionales & xy = 2}. 
Teorema 45. Si x y y son números reales, 
entonces existe un único número real z tal 
que (x, y, 2) ER. 
Definición 53. Si x,y,z, € Re, entonces 
xy=z20 (xy ER. 


También definimos los nümeros reales ce- 
ro y uno. 


Definición 54, 0, = [(0,, Os, ... - 
Definición 55. 1, = Kla, 1s, -.- 


‚0... 


Nuestro teorema amplio sobre propiedades 
elementales de los números reales es como el 
teorema 32 para los números racionales. Ya 
que todas las partes de la demostración se 
parecen mucho a las demostraciones de los 
teoremas precedentes, no se demuestra nada 
aqui. 


ln. 
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Teorema 46. La relaciön menor que y las 
operaciones de adición y multiplicación 
para números reales junto con 0, y l, 
tienen todas las quince propiedades enun- 
ciadas en el teorema 32. 


Para completar la construcción de los 
números reales necesitamos solamente de- 
mostrar que ellos satisfacen una propiedad 
ulterior: todo conjunto no vacío de números 
reales que tiene una cota superior tiene una 
minima cota superior.* Sin embargo, la de- 
mostraciön de que esta propiedad se satisface 
requiere algunos otros resultados que son 
importantes y de interés intrinseco. Comen- 
zamos con la nociön de nimero real corres- 
pondiente a un número racional. 


Definición 56. Si x es un número real y s 
es un número racional, entonces x corres- 
ponde a s, si y solamente si la sucesión 
(S, 5,...,5,...) es un elemento de x. 


Tenemos, como consecuencia inmediata del 
hecho que el conjunto de los números reales 
es una partición del conjunto de sucesiones 
de Cauchy de números racionales, el resulta- 
do: 


Teorema 47. Dado cualquier número ra- 
cional existe un único número real co- 
rrespondiente a él. 


Combinando este teorema con el teorema 
34 obtenemos: 


Teorema 48. El conjunto de números rea- 
les correspondientes a números racionales 
es enumerable y puede ser bien ordenado 
sin usar el axioma de escogencia. 


En el teorema siguiente se formula una 
propiedad útil de los números reales corres- 
pondientes a números racionales: brevemen- 
te, los números reales racionales, como pue- 


"Es bien conocido que esta propiedad y las quince del 
teorema 32 caracterizan adecuadamente a los números 
reales; en casi cualquier libro de teoría de Funciones de 
variable real se encuentra una discusión de estos asuntos. 
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den llamarse apropiadamente, son densos en 
el conjunto de todos los números reales. * 


Teorema 49. Si x y y son dos números 
reales distintos cualesquiera, entonces 
existe un número real z correspondiente 
a algún número racional, tal que z está 
entre x y y, esto es, si x < y, entonces 
x<z&z<ysiy< x,entonces y < 
z&z<x 


Demostración. Para precisar, sea x < y. Sea 
a € xyb€ y, de donde a y b son sucesiones 
de Cauchy de números racionales con 


(1) a<b. 
A partir de (1), la definicién 46 y la defini- 
ción 42, inferimos que existe un número ra- 
cional positivo 6 y un entero N tal que para 
todos los mn > N 


@) by, — a, > 5 

(3) lan — am| < 5/4 

(4) fbn — bml < 6/4. 
Sea s un número racional tal que 

(5) 8/4 < s < 8/2, 


y considérese el número racional ay4ı + 8. 
Afirmo que el número real z correspondiente 


a any, +8 está entre x y y. (Aquí 2 = Kany 
+s, Ayp HS,» ayp ES. Jr») 
Primero, inferimos, a partir de (3), que 
Da — ayp < 8/4, 

de donde, multiplicando por — 1 y sumando 
s a ambos lados, obtenemos: 

(anyi + 8) — an > 8 — 5/4, 
de lo cual concluimos, por la definicién 46, 
que 
(anyi ES, Org F 8,- - Gwar + 8,.-.) > @, 
y por esto, a partir de la definición 49, 


2> 4%. 


* En lo que resta de este capitulo omitimos el sub-indi- 
ce‘ en ‘<r’ y en cualquier otra parte. 
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En forma similar, a partir de (2) y (4) inferi- 
mos 


bm — (Quy, +9) = (iv am) + 
(Om — bwyi) — 8 > 8 — 8/4— 8. 


En virtud de (5) sabemos que 8 — 5/4 — ses 
positivo y concluimos que y>,z. QED. 

Definimos las sucesiones de Cauchy de 
números reales del mismo modo qué defini- 
mos tales sucesiones de números racionales. 


Definición 57. x es una sucesión de nú- 
meros reales si y solamente si x es una 
sucesión y el recorrido de x es un subcon- 
junto del conjunto de los números reales, 


Definición 58. x es una sucesión de Cau - 
chy de números reales si y solamente si 
x es una sucesión de números reales y, pa- 
ra todo número real e > 0, existe un en- 
tero positivo N tal que, para todos los m,n 


>N, 
[tn — zul < € 


La demostraciön del primer teorema acerca 
de sucesiones de Cauchy de nümeros reales 
no es dificil y la dejamos como ejercicio. 


Teorema 50. Si a es una sucesión de Cau- 
chy de números racionales y si x es la su- 
cesiön de nümeros reales tal que, para to- 
do n, tn es el número real correspondiente 
aan entonces x es una sucesión de Cauchy 
de números reales. Reciprocamente, si x 
es una sucesión de Cauchy, entonces lo 
es a. 

Ahora definimos la importante noción de 
límite. Sin duda esta noción constituye el 
concepto fundamental del cálculo diferencial 
e integral y del análisis en general. Lo que 
queremos mostrar es que una sucesión de 
números reales tiene un límite si y solamen- 
te si es una sucesión de Cauchy. Este resul- 
tado se llama a veces el Principio General de 
Convergencia. En terminología más reciente 
debería llamarse el teorema sobre la com- 
pletez del sistema de Jos números reales, In- 
dependiente de la terminología, el hecho im- 
portante es el de que este resultado, como la 
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propiedad de la minima cota superior, ex- 
presa la diferencia esencial entre los números 
reales y los números racionales. Es fácil 
construir ejemplos de sucesiones de Cauchy 
de números racionales que no tienen límite. 
Por ejemplo, sea x, = Oy paran = 1 


zu = (\ + 1y. 


Es fácil ver que x es una sucesión de Cauchy 
de números racionales, aunque no tenga li- 
mite entre los números racionales. (Su límite 
es, en efecto, la base e para los logaritmos 
naturales: e = 2,71828...) 


Definición 59. Si x es una sucesión de nú- 
meros reales, entonces y es un límite de x 
si y solamente si y es un número real y, 
para todo número real e > 0, existe un 
entero positivo N tal que, para todo n>N, 


len — yl < e 


La demostración del teorema siguiente es in- 
mediata. 


‘ 
Teorema 51. Una sucesión de números 
reales tiene a lo más un límite. 

Este teorema ¡justifica la definición de la no- 

tación usual para el limite de una sucesión. 


Definición 60. Si x es una sucesión de 
números reales y si y es el limite de x, en- 
tonces 3 

lim u. = y. 

ee 
Teorema 52. Una sucesión de números 
reales tiene un límite si y solamente si es 
una sucesión de Cauchy. 


Demostración. [Necesidad]. Sea x una su- 
cesión de números reales cuyo límite es y. 
Sea e cualquier número real positivo. Enton- 
ces, por la definición 59, existe un entero N 
tal que para m,n > N 

ly = xa] < €/2 


ly — 2m] < e/2, 
de donde 


len — tml < ly — tal + ly — Enl < e/2 
+ e/2 = €, 
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y concluimos, a partir de la definición 58, 
que x es una sucesión de Cauchy de núme- 
ros reales. 


[Suficiencia]. Sea x una sucesión de Cau- 
chy de números reales. Sea W la buena orde- 
nación de los números reales racionales, co- 
rrespondiente a la descrita para los números 
racionales en la demostración del teorema 34. 


Sea y, el W-primer número real racional en- 


1 
tre zt y La t a esto es, 


1 
La L Yn L In + >> 
n 
de donde, para todo numero real positivo e, 
existe un entero N tal que, para todo n > N, 
0 mn] <<. 


Además, y es una sucesión de Cauchy de nú- 
meros reales, para 


lyn — Yml < lyn — Eal H Ian — Em + [tm — Yal, 


y N puede escogerse de tal manera que, para 
mn >N, 
lyn — Tal < 6/3 
|Em — ym] < €/3 
ER _ ml < e/3, 
por consiguiente, 
lyn — Yal < e 
Ahora, sea a, el número racional al cual 
corresponde ya. Por el teorema 50, a es una 
sucesiön de Cauchy de nümeros racionales, 
asi que [a], es un numero real. A partir de 
la definición 45 se sigue fácilmente que, para 
todo nümero real positivo e, existe un entero 
N tal que, paran > N, 
Q) lyn — [all < e/2, 
de donde, combinando (1) y (2), N puede es- 
cogerse de modo que, para n > N, 
lam — [all < len — yal + lun — lall < 6/2 
+€/3< e, 


lo que establece que [a], es el límite de x. 
Q.E.D. 
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Debe notarse que la introduccién de la 
buena ordenación W de los números racio- 
nales en la segunda mitad de la demostra- 
ción anterior no es ortodoxa. Las demostra- 
ciones usuales que se encuentran en la mayor 
parte de los textos sobre funciones de varia- 
bles reales dicen: Selecciónese un y, tal que 


1 
Tn << A os 


pero se requiere un número infinito de ta- 
les selecciones, así que las demostraciones 
usuales dependen del axioma de escogencia. 
Muchas demostraciones del análisis que de- 
penden del axioma de escogencia pueden mo- 
dificarse de la manera que se modificó esta 
demostración, para evitar tal dependencia. 

El hecho de que toda sucesión de Cauchy 
de números reales tiene un limite muestra 
que no podemos extender el sistema numé- 
rico más allá, definiendo lo que pudiéramos 
llamar números super-reales como clases de 
equivalencia de sucesiones de Cauchy de nú- 
meros reales. Los números super-reales tie- 
nen exactamente las mismas propiedades de 
los números reales. A cada número real co- 
rresponde un único número super-real y re- 
ciprocamente. Además, esta relación de uni- 
cidad se preserva bajo las operaciones de 
adición y multiplicación y también bajo las 
Operaciones de límite. 

Ahora procedemos tan directamente como 
es posible a formular el teorema de la mini- 
ma cota superior. 


Definición 61. Si A es un conjunto de 
números reales, entonces y es una cota 
superior de A si y solamente si y es un 
numero real y, para todo x en A, x E y. 
Definición 62. Si A es un conjunto de nú- 
meros reales, entonces y es una mínima 
cota superior de A si y solamente si y es 
una cota superior de A y, para todo z que 
sea una cota superior de A, y S z. 


Dejamos como ejercicio las demostracio- 
nes de los dos teoremas siguientes, así como 
la demostración de que un conjunto vacío 
de números reales no tiene mínima cota su- 
perior. 
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Teorema 53. Si A es un conjunto de nú- 
meros reales, entonces y es una minima 
cota superior de A si y solamente si y es 
una cota superior de A y, para todo núme- 
ro real positivo e, existe un x en A tal que 
x>yr-e 
Teorema 54. Un conjunto de números 
reales puede tener a lo más una mínima 
cota superior. 

Ahora estamos preparados para demostrar: 


Teorema 55. Si un conjunto no vacio de 
números reales tiene una cota superior, 
entonces tiene una mínima cota superior, 


Demostración. Sea A un conjunto que sa- 
tisface las hipótesis del teorema. Claramente 
existen dos números reales x, y u, tales que 
Uy — Xo = 1, u, es una cota superior de A y 
x, no lo es. Ahora definimos inductivamente 
Ta Y Un 


Lo + Uy si Zo + u, noes una cota 
2 2 superior de A, 
T,= 
mtu es una cota 
t si 25 g 
2 superior de A. 
Zo + My Zo + Up es una cota 
2 2 superior de A, 
“= 
7 si so +u, hoes um cota 
. 2 superior de A. 


Y en general, 


Twi F tni at et es una 
2 
lpn = cota superior de A, 
hi si Zech uni es una 
cota superior de A. 
Zn-ı F Yn-ı g Mt et 3 
7 2 = una 
un = cota superior de A, 
1 Tp u, 
up a i ng eg tna. 


cota superior de A. 
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Tenemos entonces: 


(1) n-m E 


tana = tn San 


a partir de lo cual inferimos fäcilmente que 
la sucesión u es una sucesión de Cauchy de 
números reales, pues, dado e > 0, existe un V 
tal que, para todos los m,n > N con n > m, 


13 1 
grate ta <6 


de donde, 


ed ul 
1 1 
Saath ta <e 


Y por el teorema 52, la sucesiön u tiene un 
límite, digamos y». Queremos demostrar que 
yx es la mínima cota súperior de A. Primero, 
establecemos que y * es una cota superior de 
A. Sea x € A. Para todo n, un = x. Ya que 
para todo e existe un n tal que 


Un — yt SE, 
tenemos 
yx te> u, 
de donde, 
Q) Yye+e>z, 


pero ya que (2) debe ser válido para todo e 


, 
yr am 


Asi que y* es una cota superior de A. 
Ahora supongamos que z es una cota supe- 
rior de A tal que z < y*. Entonces sobre la 
base de (1) existe un n tal que 


Un — Ta L Yt — 2 
pero 


Y* — Tn L Un — ln, 


CAP. 6 


de donde, 
Yr — In ye —2, 
asi que 
Z <in 


pero entonces z no es una cota superior de 
A ya que z, no lo es, contrario a nuestra su- 
posicion, lo que completa la demostraciön de 
que y+ es la minima cota superior de A. 


QED. 
EJERCICIOS 


1. Demostrar los teoremas 44 y 45, 

2. Demostrar el teorema 46. (Este ejercicio tiene 
quince partes.) 

Demostrar los teoremas 47 y 48. 

Demostrar el teorema 50. 

Demostrar el teorema 51. 

Demostrar los teoremas 53 y 54. 

Demostrar que un conjunto vacio de números rea- 
les no tiene una mínima cota superior, 

Sean x y y sucesiones de números reales que tie- 
nen un límite. Demostrar que 


(a) lim @aty,) = lim a+ 


no no 


ADAL 


oo 


lim yn, 
no» 


(b) lim (any) = lim z,’ lim yp, 
non ace n>o 
(c) si para todon, Yn 0 y lim m 0, 
no 


entonces 


9. Sca x una sucesión de Cauchy de números reales 
y sea y una sub-sucesión de x. Demostrar que 


lim zu. 
noo 


lim ya = 
n>o 
10. Definir de la manera obvia las nociones de cota in- 
ferior y de máxima cota inferior de un conjunto de núme- 
ros reales y demostrar que todo conjunto no vacío de 
números reales que tiene una cota inferior tiene una má- 
xima cota inferior. 
11. Una sucesión x de números reales se dice acotada 
si existe un número real x* tal que, para todo n, 
lan £ xx, 


¿Es acotada toda sucesión de Cauchy de números reales? 
Si lo es demostrarlo; si no, dar un contra-ejemplo. 


§ 6.7 Conjuntos con la potencia del continuo. 
La primera cuestión de esta sección final 
del capítulo es demostrar el famoso teorema 
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de Cantor, de1874, según el cual el conjunto 
de los números reales no es enumerable. Un 
teorema preliminar útil es el de que todo nú- 
mero real puede representarse de manera 
unica con un decimal que no termina. La 
formulación rigurosa de esto último es la si- 
guiente, generalizada a cualquier raíz ente- 
ra =2. 


Teorema 56. Sea r un entero = 2. Todo 
número real x es representable de manera 
única con respecto a la raiz r, como una 
sucesión (@,d4,do,...,dn,...) tal que 
(i) a es el mayor entero igual o menor 
que x, 
Gi) para todo n, 0 E da < F y dn es un 
entero, 
(iii) no es el caso de que exista un N tal 
que para todo n > N, da =r—l, 
(iv) la sucesión cuyos términos Cn están 
definidos en forma recurrente por 


CG, =a 
Catt = Cn + da rl 
es una sucesión de Cauchy que con- 
verge a x, 

Demostración. Sea x cualquier número real. 
Sea ar el mayor entero que es igual o menor 
que rx. Entonces existe un número no nega- 
tivo e, <r tal que 


De manera similar, 
€ € 
a=d+2 ged,t te, = 
r r 
€ 
da + = 


donde para todo n, 0 E da, < r y dn os un 
entero. Así, 


y en consecuencia, 


E A <i 
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esto es, para todo n, usando la definición 
de (iv) 


1 
<r- =, 
Os<2-a< 5 
pero lim Anz 0, de donde, lim e, = z. 
nam no 


QED. 


Nótese que la condición (iii) del teorema eli- 
mina para la raíz 10, por ejemplo, una suce- 
sión infinita de nueves. Así, 5,000... no 
puede, según el teorema, representarse tam- 
bién por medio de 4,999. .., representación 
que debe ser excluida para garantizar la uni- 
cidad. 

La demostración del recíproco del teore- 
ma 56 se deja como ejercicio. 


Teorema 57. Sea (4d, dy, .. 
una sucesión tal que 
(i) aes un entero, 

Gi) existe un entero r = 2 tal que, para 
todos los n, O = da < r y cada da 
es un entero. 

Entonces existe un único número real x tal que 
la sucesión cuyos términos €n están definidos 
recurrentemente por: Co = 4 Y Catt = Cn + 
dan/7”*', es una sucesión de Cauchy que con- 
verge a x. 


athe) 


Escogiendo la raiz 2 no es dificil, sobre la 
base de los teoremas 56 y 57, demostrar: 
Teorema 58. El conjunto de todos los nú- 
meros reales es equipotente con el con- 
junto 2°- 
En virtud de los teoremas 14 y 23 del capi- 
tulo 4, se sigue del teorema 58 que 


Teorema 59. El conjunto de los números 
reales no es enumerable. 


También es útil dar la demostración más 
constructiva, debida a Cantor, de este teo- 
rema, usando su importante “método diago- 
nal”. Usamos el teorema 56 y representamos 
los números reales por sus desarrollos deci- 
males. Obviamente, el conjunto de los núme- 
ros reales es infinito. Supongamos ahora que 
es también enumerable. Entonces hay una 
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funciön f 1-1 de w al conjunto de los nüme- 
ros reales. Sea 


Ta = fin). 
Todo número real ra lo representamos en 
notaciön decimal como 
Ta = a dM do do, 
donde a es el mayor entero igual o menor 
que Pa 
Ahora considérese el nümero real 
c =a. didda... 
definido como sigue: 


2 si aM =] 
ae 


1 si a 4 1, 


(Aqui 2 es, desde luego, el mayor entero 
igual o menor que re .) 


Y 
2 si d=1 
d, = 
1 si, dd #1. 
Asi, si 
ro = 4,333... 
r, = 7,12171217,.. 
Ta = 0,689689. .. 
ry = 0,414141,,., 
entonces, 


em A211; 5.5 
Pero puede no haber r, tal que 
czm 
pues el n-simo decimal de r, debe diferir del 
n-simo decimal de c. (Contamos el entero a 


como el 0-ésimo decimal.) Por tanto no hay 
un n tal que 


c = fin), 


y nuestra suposición es falsa. De esto se de- 
duce que el conjunto de los números reales 
no es enumerable. 

Los conjuntos equipotentes con el conjun- 
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to de los números reales se llaman frecuente- 
mente conjuntos con la potencia del continuo. 
En los teoremas siguientes se han resumido 
algunos hechos básicos acerca de tales con- 
juntos; las demostraciones no se han dado 
en detalle. 


Teorema 60. La unión entre un conjunto 
finito o enumerable con un conjunto que 
tenga la potencia del continuo es, de nue- 
vo, un conjunto con la potencia del con- 
tinyo. 


Demostración. Compárese con la demos- 
tración del teorema 67 del capítulo $. 


Teorema 61, Si A es un conjunto con la 
potencia del continuo y B es un conjunto 
finito o enumerable, entonces A ~ Bes 
un conjunto con la potencia del continuo. 


Teorema 62. El conjunto de todos los nú- 
meros reales que constituyen el intervalo 
comprendido entre dos números reales di- 
ferenies a y b tiene la potencia del conti- 
nuo. 

Demostración. Considérese primero la apli- 
cación f de los números reales positivos so- 
bre el intervalo (0,1): 

zr 
je) = 177 
De una manera similar se aplican los núme- 
ros reales negativos sobre el intervalo (-1,0). 
Se sigue de una vez a partir de esas dos apli- 
caciones 1-1 que el conjunto de los nümeros 
reales del intervalo (—1,1) tiene la potencia 
del continuo. Dejamos como ejercicio cons- 
truir una función 1-1 que aplique cualquier 
intervalo finito (a,b) sobre (—1,1). 
Teorema 63. Todo conjunto con la poten- 
cia del continuo puede representarse como 
la unión de n subconjuntos mutuamente 
disjuntos, cada uno de los cuales tiene la 
potencia del continuo, 


La demostración se hace por inducción so- 
bre n. 
Además, 
Teorema 64. Todo conjunto con la poten- 
cia del continuo puede representarse como 
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la unión de una sucesión infinita de con- 
juntos sin elementos comunes y cada uno 
de los cuales tiene la potencia del conti- 
nuo. 


Demostración. Usese la sucesión (A,, A» 
An...) definida por: A, es el conjunto de 
todos los números reales x tales que 


n-1<x<nm 


Con el mismo enfoque es fácil mostrar que 


Teorema 65, El producto cartesiano de 
dos conjuntos, de los cuales uno es enu- 
merable y el otro tiene la potencia del con- 
tinuo, tiene la potencia del continuo. 


Podemos demostrar también 


Teorema 66. El producio cartesiano de 
dos conjuntos que tienen la potencia del 
continuo tiene también la potencia del 
continuo. 


Demostración. Demostramos que (0,1) x 
(0,1) = (0,1). Para este propósito, semejante 
a la representación decimal del teorema 56, 
podemos representar cualquier número real 
x del intervalo (0,1) como 


dq, , de h 3 
Packet ga tae PAA ~=0 61. 
z gst at gt , d,=0 


Considerando solamente d, = 1, tenemos 
z= Ha t G+ He 
con p, < Pa < Ps <... Definimos ahora 


üi = Pi, G2 = P2 — Pr, = pa — Pzr.. 


y representamos 
2 = (du + (Geta $ (gatea 4. 


o, en notación más simple, podemos repre- 
sentar x por la sucesión < a,4,43.. Ay... >- 
Tenemos una representación similar de ye 
(0,1) como < bbaba.. ., Bn, .. >. Defini- 
mos entonces f( < x,y > ) como el número 
de (0,1) representado por la sucesión < a, 
Did bz Ob, .., x, ba... >. Es inmediato 
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demostrar que f es una aplicación 1-1 de 
(0,1) x (0,1) sobre (0,1).* 

Usando el axioma especial para cardinales, 
podemos definir, 

Definición 63. c = (Re). 

El símbolo ‘e es el usual para la cardinali- 
dad del continuo. Usando esta definición, 
formulamos un teorema general sobre la arit- 
mética cardinal de c. La demostración de 
cada parte del teorema se sigue directamente 
de uno o más de los teoremas inmediatamen- 
te precedentes de esta sección. 


¡Teorema 67. 
Gi) Sin es un cardinal finito, entonces 


n+e=n:c=<, 


Gi) Note= g 
Gii) No-c=< 
(iv) 280 = ¢, 

v) chese 
(vi) c-c=e 


No se sabe si existe un conjunto que sea 
de mayor potencia que un conjunto enume- 
rable y de menor potencia que el continuo. 
La conjetura de que no hay tales conjuntos 
se llama hipótesis del continuo. Sierpinski 
[1956] resume de manera perfecta las conse- 
cuencias importantes conocidas de esta hipó- 
tesis. Una de las más interesantes, que es 
realmente equivalente a la hipótesis del con- 
tinuo, es la siguiente proposición (la equiva- 
lencia fue demostrada por Sierpinski en 
1919): El conjunto de todos los puntos del 
plano es la unión de dos conjuntos, de los 
cuales uno es a lo más enumerable sobre 
cualquier recta paralela al eje de las ordena- 
das y el otro es a lo más enumerable sobre 
cualquier recta paralela al eje de las absci- 
sas. 

Se demostré antes que el conjunto de to- 
dos los números reales es equipotente a 2”. 


*La demostración de que no existe función 1-1 conti- 
nua que establezca esta correspondencia no es demasia- 
do dificil (ver Sierpinski [1958, p. 66]). 
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Esta relación es la base de la hipótesis gene- 
ralizada del continuo: Dado un conjunto infi- 
nito 4, no existe conjunto alguno de potencia 
mayor que la de 4 y menor que el conjunto 
de todos los subconjuntos de A. Gödel ([1938], 
[1940]) ha demostrado el importante resultado 
de que la hipótesis generalizada del continuo 
puede agregarse consistentemente a los otros 
axiomas de la teoría de conjuntos, * esto es, 
si los otros axiomas son conjuntamente con- 
sistentes, entonces la adición de la hipótesis 
generalizada del continuo como un nuevo 
axioma no dará lugar a contradicción. 
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EJERCICIOS 


. Demostrar el teorema 57 
. Demostrar el teorema 58. 
. Demostrar el teorema 60. 
Demostrar el teorema 61. 
Completar la demostración del teorema 62. 
Demostrar el teorema 63. 
. Demostrar el teorema 64. 
. Demostrar el teorema 65. 
Demostrar el teorema 66. 
10. Demostrar que no existe aplicación continua del 
plano sobre la recta. 
11. Demostrar el teorema 67. 
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* Su demostración se refiere en realidad a los axiomas 
de la teoria de conjuntos de von Neumann, como se pre- 
senta en sus documentos, pero con pequeñas modificacio- 
nes la demostración vale para los axiomas de Ia teoria de 
conjuntos de Zermelo-Fraenkel también. 


Capitulo 7 


Inducción transfinita y 
aritmética ordinal 


$ 7.1 Inducción transfinita y definición por 
recurrencia transfinita. El foco del presente ca- 
pítulo es la teoría de los números ordinales, 
La primera sección considera la inducción 
transfinita y la definición por recurrencia 
transfinita para números ordinales. El esque- 
ma axiomático de sustitución se necesita para 
justificar el esquema general de recurrencia. 
La segunda sección presenta los elementos 
de la aritmética ordinal. La tercera sección 
considera los números cardinales, de nue- 
vo, pero sin usar el axioma especial para 
cardinales. En particular se introduce el con- 
cepto de un alef. La cuarta sección generali- 
za los resultados de $ 7.1 a conjuntos bien 
ordenádos. Además se demuestra el teorema 
fundamental para conjuntos bien ordenados. 
La sección final (§ 7.5) presenta un resumen 
revisado de los axiomas; se usa el esquema 
axiomático de sustitución para deducir el 
axioma de apareamiento y el esquema axio- 
mático de separación. 

Nuestro primer problema es extender el 
principio de inducción para los números na- 
turales (ordinales finitos) al principio de in- 
ducción transfinita para todos los ordinales. 
Como lo establece el teorema 12 de $ 5.1, el 
conjunto de todos los ordinales no existe, así 
que no puede darse una formulación general 
de la inducción transfinita. Sin embargo, co- 
mo veremos, es posible una formulación con- 
juntista a partir de cualquier ordinal dado. 
También puede demostrarse un esquema ge- 
neral para todos los ordinales, análogo al 
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teorema 22 de $ 5.2; en efecto, comenzamos 
con esto. 

Las letras iniciales del alfabeto griego, en 
minúscula, o sea ‘a’, P', y, 8, ..., cono 
sin sub-índices, indicará variables que toman 
ordinales como valores. 


Esquema teoremático 1. [Principio de in- 
ducción transfinita: primera formula- 
ción]. Si para todo a 


@ (YAB < a— BY) > pla), 


entonces para todo a, g(a). 


Demostración. Asegurada la hipótesis del 
teorema, supongamos que existe un a tal que 
p(a) es falso. Sea 

L(a) = {8: B = a & q(B) es falso). 
Entonces, 8a! bien-ordena L(a). Sea B* el 
primer elemento de L(a). Por la hipótesis so- 
bre ß*, para todo y < ß* tenemos: p(y). Pe- 
ro entonces por la hipótesis (inductiva), esto 
es, (i) del teorema, p(8*), lo que es una con- 
tradicción. Q.E.D. 

La formutación del teorema 1, cuando se 
especializa para los números naturales, pro- 
porciona lo que se llama frecuentemente una 
inducción de “curso de valores” porque se 
consideran todos los números naturales me- 
nores que un número dado, no solamente el 
precedente inmediato. 

La demostración de la formulación con- 
juntista de la inducción transfinita es una va- 
riante trivial de la anterior, así que solamente 
formulamos el teorema, pero debe notarse el 
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hecho de que este teorema, en contraste con 
el teorema 1, se refiere a un ordinal a. 


Teorema 2. [Principio de inducción 
transfinita: Segunda formulación]. Si pa- 
ra todo ordinal B < a tenemos que B CA 
implica que BEA, entonces a C A Sim- 
bölicamente: 


(VIRB<AaEBCAABEANJaCA. 


Si tomamos a = w, tenemos, como un caso 
especial del teorema, una formulaciön de in- 
ducción para los números naturales, ligera- 
mente diferente del teorema 24 de $ 5.2: 


Sim € A siempre que mG A, entonces GA. 


La formulación de la inducción transfinita 
proporcionada por el teorema 2 tiene cierto 
interés desde el punto de vista de las aplica- 
ciones. Al usar la inducción transfinita para 
demostrar un teorema, se desea saber fre- 
cuentemente cuán “lejos” va la inducción, 
esto es, cuál es el ordinal a más pequeño que 
será suficiente para aplicar el teorema 2. Des- 
de luego, en la inducción ordinaria siempre 
tomamos a = w. 

Ahora queremos enunciar, sin demostra- 
ción, una tercera formulación de la inducción 
transfinita que usa una condición como la 
usual para inducción sobre los números na- 
turales: si p({r), entonces y(n"), y restringe las 
inducciones de curso total de valores a ordi- 
nales límite, esto es, ordinales que no tienen 
precedente inmediato y no son cero. 


Definición 1. a es un ordinal limite si y 
solamente si a Æ Q y no existe B tal que 
Bl=a 
El ordinal w es el único ordinal límite que 
hemos introducido atrás. Se enuncia aquí, 
sin demostración, un hecho útil acerca de 
ordinales límite. 
Teorema 3. Si a es un ordinal límite, en- 
tonces Ua = 0. 


Esquema teoremático 4. [Principio de in- 
ducción transfinita: Tercera formula- 
ción]. 
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Supongamos que 
© 9), 
Gi) para todo a, si ¢(o), entonces gla") 
ye 


Gii) para todo ordinal limite y, Si para 
todo B < y, p(B), entonces p(y). 
Entonces para todo ordinal a, (a). 


Antes de volver a las recurrencias transfi- 
nitas, puede enunciarse un esquema teore- 


“mático útil sobre la existencia de un ordinal 


mínimo que satisfaga a una propiedad dada. 
Su demostración se deja como ejercicio, 


Esquema teoremático 5. Si existe un a 
tal que p(a), entonces existe un ordinal 
minimo B tal que (8). 

Para introducir subsiguientemente las ope- 
raciones ordinales de adición, multiplicación 
y exponenciación, no es suficiente tener a 
mano el principio de inducción transfinita. 
Es necesario justificar la definición por re- 
currencia transfinita de la misma manera 
general que justificamos la definición por re- 
currencia de las operaciones sobre números 
naturales en $ 5.2. Hasta donde yo sé, la pri- 
mera demostración de un teorema general 
que justifique la definición por recurrencia 
transfinita se encuentra en von Neumann 
[1928b]. 

La demostracién de la primera formula- 
ciön es muy semejante a la demostraciön del 
teorema 27 de § 5.2 sobre la definiciön por 
recurrencia. La mayor diferencia en la for- 
mulaciön es la de que la funciön H (el teo- 
rema dice “conjunto H” pero en las aplicacio- 
nes estamos siempre interesados en funciones) 
toma el total de F restringido a 8 como su 
argumento, en lugar del precedente simple- 
mente como en el teorema 27. Una forma no 
adulterada del teorema 27 no podria ser 
usada, desde luego, para los ordinales en ge- 
neral ya que los ordinales limite no tienen 
precedentes inmediatos. 


Teorema 6. [Recurrencia transfinita: Pri- 
mera formulaciön]. Sea H cualquier con- 
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junto y a cualquier ordinal. Entonces exis- 
te una única F tal que 
(i) Fes una función sobre a, 
Gi) para todo B < a, 
FE) = H(F | B). 
Demostraciön. Primero, en virtud del es- 
quema axiomätico de separaciön, existe un 
conjunto A tal que f EA si y solamente si: 


(1) JE Pax (RHU(O))), 
y existe un £ tal que 

(2) fes una función sobre £, 

(3) para todo y, si y < B, entonces f(y)= 

HUY. 

Como en el caso del teorema 27 de §5.2, la 
idea de la demostración es mostrar que U A 
es la función F pedida. Comenzamos por de- 
mostrar: 

(4) Si f. g € A, entonces [SgógSf. 
Sea ß, el dominio de f y £, el dominio de g. 
Entonces $, N B, es £, o $} Ahora supon- 
gamos que existe un y en ß, N f, tal que 

Id) gm. 
Sea yx el más pequeño de tales ordinales (ver 
teorema 5). Tenemos entonces: 

five =alrs, 
y a fortiori 

(5) AY Ir) = H@ly*), 
pero entonces 

fr) = 900, 
contrario a nuestra suposición, por tanto, se 


establece (4). 
Ahora definimos: 


F = UA, 


Se sigue, de una vez, a partir de (4) que F es 
una función. Además, si 8 está en el domi- 
nio de F, entonces, para algún fen A, B está 
en el dominio de f y, en consecuencia, 

FE) = HO LB), 
de donde 


F(p) = HF 18). 
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Resta solamente demostrar que a es el domi- 
nio de F. Supongamos que no. Sea ß* el or- 
dinal más pequeño menor que æ y que no 
está en el dominio de F. Entonces existe un 
fen A cuyo dominio es 8*. Por tanto, 


Jure", HTB NE A, 


y, por consiguiente, ß* está en el dominio de 
F, contrario a nuestra suposición. La demos- 
tración de que Fes única se deja como ejer- 
cicio. Q.E.D, 

Como podria esperarse, se puede dar una 
versión de recurrencia transfinita, muy liga- 
da al teorema 27 de § 5.2, haciendo uso de 
ordinales límite. El contenido intuitivo de la 
condición (iv) del teorema se discutirá en re- 
lación con las definiciones de adición ordinal 
y de multiplicación en § 7.3. 


Teorema 7. [Recurrencia transfinita: Se- 
gunda formulación]. Sea x cualquier ob- 
jeto, G cualquier conjunto y a cualquier 
ordinal no nulo. Entonces exisie una úni- 
ca F tal que 
@ Fes una función sobre a, 
di FO) =x, 
(iii) para todo B con B' < a, 
Fe!) = G(F@)), 


para todo È < a, si ß es un ordinal 
limite, entonces 


F) = UF). 
eB 


(iv) 


Demostración. La demostración de esta 
formulación del teorema, justificante de la 
recurrencia transfinita, es posible con la es- 
pecificación de la función H apropiada en el 
teorema precedente, 

Sea 

L = AGU fz}. 


Primero definimos la noción de una a-suce- 
ción de £. Una a-sucesión de £ es una fun- 
ción cuyo dominio es a y cuyo recorrido es 
un subconjunto de L. (Una sucesión de ele- 
mentos de Z, en el sentido matemático usual, 
es precisamente una w-sucesión.) Ahora con- 
sideremos la función H definida como sigue: 
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(1) El dominio de H es el conjunto de £- 
sucesiones de L con B< a, 
(2) Para la O-sucesión O, 
HO = x, 
(3) Para cualquier f'-sucesion s 
HS) = GEY, 
(4) Para £ un ordinal límite y s una 6-su- 


cesiön, 
H(s) = Ust). 
rc 


Nótese que en virtud de la definición 15 de 
§ 2.6 


U s(y) = Ufy: Ar cB y = sm), 
res 


y puesto que a(y) € L, se sigue, a partir del 
esquema axiomático de separación, que el 
conjunto (y: (Fy)(y € 8 £ y = s(y))} siempre 
existe en el sentido apropiado, esto es, no es 
vacío. (En relación con el recorrido de H, 
véase el ejercicio 6, al final de la sección.) En 
vista del teorema precedente (teorema 6) 
existe una función única F definida sobre a 
tal que, para todo B< a, 


(5) F(6) = H(F | 8). 
Observamos que, en virtud de (1), F| B es 
una ß-sucesiön. Por tanto, por (2) y (5) 
F(0) = H(F |0) =z, 


lo que establece (ii) del teorema. 
Sobre la base de (3) y (5) 


F(8) = H(F |B) = GF 1 811(8)) = Ge), 


lo que demuestra (iii). 
Finalmente, en vista de (4) y (5), si $ es un 
ordinal límite, 


F(8) = H(F |8) = U (FEIN) = U (FQ). 
ves res 


La unicidad de F es obvia. Q.E.D. 


Debe notarse que el teorema 7 es menos ge- 
neral que el teorema 6, porque no todas las 
funciones F del teorema 6 satisfacen (iv) del 
teorema 7, esto es, satisfacen: 
F(8) = UF(@) 
1€8 
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para £ un ordinal límite. Por ejemplo, en el 
teorema 6, sea a, w! y para cualquier B-su- 
cesión s con ß S e! definamos 


O si £ es un ordinal límite 
H(s) = 


l en cualquier otro caso. 
Entonces 
Flo) =0, 
pero 
UF) = U[1] = 1. 
n€u 

Debe ser claro por qué los teoremas 6 y 7 
no proporcionan la justificación óptima para 
la introducción de las operaciones de la adi- 
ción ordinal. El conjunto de todos los ordi- 
nales no existe, así que no puede esperarse 
que se defina la adición o la multiplicación 
ordinal como una función de la teoría de 
conjuntos. El objetivo restante de esta sec- 
ción es establecer un esquema teoremático 
que justifique la definición de los símbolos 
apropiados de operación. Para comenzar, de- 
mostramos un esquema de recurrencia trans- 
finita análogo al teorema 6. Este esquema se 
ha puesto después de los teoremas 6 y 7 por- 
que su demostración requiere el esquema 
axiomático de sustitución, el cual introduci- 
remos luego. 

La necesidad de una formulación esque- 
mática de la recurrencia transfinita puede 
hacerse quizás más evidente por la discusión 
de las dificultades que surgen cuando trata- 
mos de usar el teorema 7 para definir la adi- 
ción ordinal. El esquema recurrente que te- 
nemos pensado es simplemente: 


Ò a+0=a0, 
Gi) a + Bt = (a + B) 
di) Si 8 es un ordinal límite, 


a +p = U (a+ y. 
E8 


Las condiciones (i) y Gi) proporcionan un 
esquema recurrente como el de la adición en- 
tre enteros. La tercera condición es nueva. 
Podemos ilustrar su significado intuitivo con- 
siderando w + w. No hemos demostrado aún 
que + w existe, pero dejando este asunto 
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de lado por el momento, la idea basica es la 
de que 


w+ = [0, 1,2,3,..., w, w +1, w +2, w 
+3.... 


Y vemos fácilmente que esto es precisamen- 
te lo que hacemos a partir de: 


v+o= Uw + y) = Ul +n). 
yu nEo 


La forma de (iii) debe aclarar por qué (iv) 
del teorema 7 tiene la forma que tiene. 
Desafortunadamente, surgen complicacio- 
nes inmediatamente si tratamos de aplicar 
el teorema 7 a la conversión de esas tres con- 
diciones en una definición precisa de una 
función unaria a+. (Puesto que el teorema 7 
proporciona solamente funciones unarias, 
para cada ordinal a, definimos w+, en lugar 
del simbolo de operación binaria +.) Prime- 
ro, no podemos definir simplemente una fun- 
ción «+ para todos los ordinales, ya que el 
conjunto de todos los ordinales no existe. Su- 
pongamos entonces que definimos a+ con 
respecto a algún ordinal y, el cual requiere 
un sub-indice: a +,. Entonces tendriamos: 


a+,0=a 
0) 

a +,8! = (a +,8)! 
y así sucesivamente; podriamos naturalmen- 
te imponer la restricción de que el dominio 
de a + es 7. Sin embargo, la relativización 
de la adición ordinal a algun ordinal y no es 
suficiente para permitir la aplicación del teo- 
rema 7. Como se anotó, previamente a la de- 
finición de la adición entre enteros, no pode- 
mos usar simplemente el símbolo de sucesor 
al elegir una función- particular G, pues no 
hay conjunto alguno designado por el simbo- 
lo de sucesor. Para tratar la adición: entre 
enteros introdujimos la notación ‘©,’ para 
designar la función sucesor restringida a A. 
Probablemente la sugerencia natural es en- 
tonces ensayar En en (1): 2 


«+,0=0 


2) 
«+,&,() = Sla +,8). 


INDUCCION TRANSFINITA Y ARITMETICA ORDINAL 127 


No hay dificultad acerca de G,(@) ya que 
£E€ 1, pero la situación es diferente para ©, 
(a +, 6). Si a es suficientemente grande, pue- 
de suceder que a +, 8 > y, y por consiguien- 
te, S, (a +, 8) = 0. Por ejemplo, 


(3) Sale +43) = 0, 
mientras que 
(4) (o +,3)l = w +,1 #0, 


La dificultad que surge por (2) y el caso par- 
ticular (3) es fundamental y sobre la base del 
teorema 7 es imposible hacer arreglos que 
permitan la construcción de una aritmética 
ordinal razonable. l 

Como ya se anotó, para demostrar el teo- 
rema de recurrencia apropiado necesitamos 
el esquema axiomático de sustitución. La idea 
intuitiva del axioma es la de que si tenemos 
una fórmula g(x,y) con la propiedad funcio- 
nal de que para todo x en un conjunto 4 
existe por lo menos un y tal que q(x, y), en- 
tonces podemos afirmar que el conjunto de 
los y existe y “sustituir” A por este nuevo 
conjunto. Formalmente, tenemos: * 


Esquema axiomático de sustitución. Sí 


(WaN VE) E A & o(a,y) & plz) > 
y=2): 
entonces 


(BB) (Wy) (YEB + (Br) € A € ofz,y))). 


La hipotesis del axioma requiere simplemente 
que g(x,y) sea funcional en x. Si se eliminara 
este requerimiento estariamos inmediatamen- 
te en dificultad. Por ejemplo, podriamos to- 
mar p(x, y) de modo que 


XOV 


y tomar A = {0}; entonces, puesto que el 
conjunto vacio es un subconjunto de todo 


* Este axioma se llama también el esquema axiomático 
de sustitución; se originó con Fraenkel [1922]. En la lite- 
ratura de teoría de conjuntos el axioma se acredita 
usualmente sólo a Fraenkel, pero Skolem [1922, p. 226] lo 
formuló independientemente y al mismo tiempo. En 
Fraenkel [1928], puede decirse que se conoce la formula- 
ción hecha independientemente por Skolem. 
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conjunto, B seria el paradójico conjunto de 
todos los conjuntos. 

En la última sección de este capítulo mos- 
tramos que el esquema axiomático de sepa- 
ración se sigue del esquema axiomático de 
sustitución (la demostración es trivial) y tam- 
bién que el axioma de apareamiento se sigue 
del axioma del conjunto potencia y del es- 
quema axiomático de sustitución. 


Esquema teoremático 8. [Recurrencia 
transfinita: Tercera formulaciön].f Sea 
1 cualquier término. Entonces el siguiente 
es un teorema: Para cualquier ordinal a 
existe una F única tal que: 
(i) F es una función sobre a, 
(ii) para todo B <a, 
FCB) = (FB) 
Demostraciön. Comparando ahora con el 
primer paso de la demostraciön del teorema 
6, tomamos g(#, f) de modo que: 
PB) of sea una función sobre B& (Wy) 
O <8 > IM) = rd). 
Si tenemos: 9(8,f) & 9(8,/"), se sigue fácil- 
mente por induceiön transfinita (teorema |) 
que f =f, pues supongamos que hubiera un 
y tal que f(y) + f(y). Sea yr el primero de 
tales ordinales. Entonces 
Jiv» =f |y», 
y a fortiori 
(flre) ef ly»), 
de donde 
Ja» =P 00, 


lo que es absurdo. 

Ya que ¢ tiene la propiedad adecuada mu- 
chos-uno podemos aplicar el esquema axio- 
mático de sustitución para obtener: existe 
un conjunto A tal que 


FEA (IAB € al & oef). 


+ Esta formulación está más bien ligada a la original 
de von Neumann [1928]. 


CAP. 7 


El resto de la demostración consiste simple- 
mente en demostrar que U A es la función F 
pedida y es esencialmente la misma que la 
parte correspondiente del teorema 6. 

Q.E.D. 


Anälogo al teorema 7 tenemos otra for- 
mulación en la forma de un esquema. Deja- 
mos la demostración como ejercicio. 

Esquema teoremätico 9. [Recurrencia 
transfinita: Cuarta formulación]. Sea r 
cualquier término. Entonces el siguiente 
es un teorema: 
Si x es cualquier objeto y a cualquier or- 
dinal no nulo, entonces existe una F úni- 
ca tal que 

G) Fes una función sobre a, 

Gi) F(0)=x, 
(iii) para todo ordinal B con B' < a, 

FB) = (FB), 


(iv) para todo ordinal límite BZ a, 


F(8) = U FQ). 
ee 


Para los propösitos de las aplicaciones es 
necesario saber que una funciön definida por 
recurrencia transfinita (via los teoremas 6 a 
9) es independiente del ordinal particular es- 
cogido en el sentido expresado por el teore- 
ma siguiente. La demostraciön se ha dejado 
como ejercicio. Se entiende en la formulaciön 
del teorema que no importa cuäl de los cua- 
tro teoremas se use, las funciones F, y F, es- 
tán definidas con respecto al mismo objeto 
x, conjunto F o término r, según el caso. 


Teorema 10. Sean F, y F, definidas por 
recurrencia transfinita a partir de a, y a, 
respectivamente por el uso del teorema 6, 
7,8 69. Entonces, 
Adele 
Sobre la base del teorema 9 podemos defi- 
nir la adiciön ordinal como sigue: 
a+ B = y si y solamente si existe una fun- 
cion f tal que N 
G) fes una función sobre Bl, 


i) FO =a, 


secc. 7.2 


(iii) para todo y conn < B 
Sa) fd 
(iv) para todo ordinal limite y < ß! 


Fm) = UFO), 
En 
w) fd = 7. 


En esta definiciön hemos establecido esen- 
cialmente una jerarquia de funciones unarias 
a+, para cada « con dominio f'. Un proce- 
dimiento más satisfactorio estéticamente es 
el de usar los teoremas 9 y 10 para demostrar 
un esquema general sobre la base de lo que 
puede dar una definición más intuitiva de las 
operaciones ordinales binarias como la adi- 
ción. Para este esquema general necesitamos 
el siguiente resultado general, cuya demos- 
tración depende del esquema axiomático de 
sustitución. 


Esquema teoremático 11. 
ye Oe) + (IB AEB = 
r(t) & y € B) 


Podemos entonces establecer, sobre la base 
de los teoremas precedentes: 


Esquema teoremático 12. [Recurrencia 
transfinita: Quinta formulación]. Sea o 
(&,. . .,&n-ı) cualquier término con a lo 
más n — 1 variables libres y sea u(a,,..., 
a,) cualquier término con a lo más n va- 
riables libres. Entonces un término r(a,, 

. ., &a) puede definirse por el esquema 


recurrente: 
VD Tan... 4-10) =0(0 1, ..., Ona) 
(i) para todo B, 
AC ACI „an-ı, 
Hay. BY), 
Gii) para todo ordinal límite B, 


tlar ne 1 an=: Ê) =U rl, -.., 
128 


A Y): 


Las variables libres a,,..., an, son los pa- 
rámetros de recurrencia de este teorema. Da- 
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do este teorema, podemos usar en $ 7.2 los 
esquemas apropiados de recurrencia mismos 
para definir la adición, la multiplicación y 
la exponenciación ordinales. 


EJERCICIOS 


Demostrar el teorema 3. 
Demostrar el teorema 4. 
Demostrar el teorema 5. 

4. Completar la demostración del teorema 6, demos- 
trando que F es única. 

5. Dar otro ejemplo diferente del dado en el texto 
para una funcién F del teorema 6 que no satisfaga 


F(A) = U Fly) 
158 


one 


para un ordinal límite £8. 

6. En la demostración del teorema 7, necesitamos 
saber que el recorrido de H es un conjunto para saber 
que H, como una función, es un conjunto bien definido. 
¿De qué conjunto es el recorrido de H un subconjunto? 

Demostrar el teorema 9. 

3. Demostrar el teorema 10. 

9. Demostrar el teorema 11. 

10. Demostrar el teorema 12. 


+ 


§ 7.2 Elementos de aritmética ordinal. Nues- 
tra intención es dar las principales orienta- 
ciones acerca de la aritmética ordinal, pero 
no desarrollarla en un sentido completo (en 
relación con esto véase Sierpinski [1928] y 
Bachmann [1955]). 


Los teoremas iniciales sobre adición ordi- 
nal y multiplicaçión se asimilan a los de la 
adición y la multiplicación entre enteros da- 
dos en § 5.2. Las demostraciones por induc- 
ción transfinita juegan aqui el papel que las 
demostraciones por inducción jugaban en 
§ 5.2. Consideradas como generalizaciones 
de las operaciones entre enteros, el hecho 
más destacado acerca de la adición y de la 
multiplicación ordinales es el de que ellas no 
son conmutativas. En contraste, la adición y 
la multiplicación cardinales son conmutati- 
vas, como vimos en § 4.3. Podemos usar el 
teorema 12 para introducir la adición ordinal 
por el esquema de recurrencia dado va en 
87.1. 
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Definición 2. La operación de adición 
ordinal se define por medio del siguienie 
esquema recurrente: 
O a+0=a, 
G) «+8! = (a +8), 
(iii) si B es un ordinal límite, 
a+ B=U(a + y). 
yes 


La existencia de U (a + £) en el sentido in- 
yea 


tuitivo apropiado se sigue de los resultados 
anteriores consignados en § 7.1. El papel de 
(iii) se aclararä en las demostraciones sub- 
siguientes de los teoremas de esta secciön. 

Dejamos como un ejercicio la demostra- 
ciön del siguiente resultado, el cual usamos 
periódicamente sin mención explícita. 

Teorema 13. a + ß es un ordinal. 

Nos referimos ahora a la aritmética ele- 
mental de la adición ordinal. Muchas de las 
demostraciones exhiben métodos típicos de 
argumentar por medio de inducción trans- 
finita. ¿ 

Teorema 14. a +0 =-0 +a=a. 


Demostraciön. Por (i) de la definicion te- 
nemos inmediatamente que 


a+0=0. 


La demostración de que 0 + a = a es más 
complicada; ella exhibe las tres partes típicas 
de un argumento directo por medio de in- 
ducción transfinita (como se formuló en el 
teorema 4). 


Parte 1. a = 0. Necesitamos demostrar: 
0+0=0 
Parte 2. Suponiendo 0 + a = a, necesita- 
mos demostrar: 
O+al=a. 
Parte 3. Suponiendo que a es un ordinal 
límite y que para B < a, 
0+f=8, 
necesitamos demostrar: 


O+a=a 


CAP, 7 


La parte 1 se sigue de una vez de (i) de la 
definición de adición. 

Para establecer la parte 2, usamos (ii) de 
la definición y nuestra hipótesis inductiva: 
0+at=(0 + 0) 

= al. 
Para demostrar la parte 3 usamos (iii) de la 
definición: 
0O4+a=U(0+8) 
PEx 
= Ug porla hipótesis inductiva 
BEa 
=a por el teorema 3 
ya que « es un ordinal limite, Ua = a. 
Habiendo demostrado las partes 1 a 3, con- 
cluimos inmediatamente, por inducción trans- 
finita (teorema 4),que nuestro teorema es vå- 
lido para todos los ordinales. Q.E.D. 
El siguiente teorema es una consecuencia 
inmediata de la definición de adición ordinal. 
Teorema 15. a + 8! = (a + A). 
Haciendo £ = 0, tenemos: 


Teorema 16. a + 1 = 0, 
El teorema siguiente establece que la adición 


ordinal es monótona a derecha con respecto 
a la relación menor que. 


Teorema 17. Si B< y, entonces a + B 
<a + y. 
Demostración. La demostración se hace 
por inducción transfinita sobre y. 
Parte 1. Si y = 0, la hipótesis del teore- 
ma es falsa, así que el teorema se cumple 
vaciamente. 


Parte 2. Supongamos que tenemos que, si 
B < y, entonces 
a+ pa + y 
Para demostrar que el teorema se cumple 
para el sucesor de y tenemos que considerar 
dos casos. : 
Caso 1. B< y. Entonces tenemos: 


a+ pay, 
pero 
a+ y<(a + y) 


secc. 7.2 


y, por el teorema 15, 
(a+ Y! =a+vY, 
de donde, por transitividad, 
a+ Baty 
Caso 2. ff = y. Entonces tenemos las dos 
consecuencias siguientes: 
B<y' 
y 
a+ß=a+y 
pero, como antes, 
a+ry<aryı 
por consiguiente, 
a+ B<a+ yl. 
(Nótese que no necesitamos considerar el 
caso de y < f, pues por el teorema 15 de 


$ 5.1 tenemos entonces y! E £ y el teorema 
se cumple vaciamente.) 


Parte 3. Supongamos ahora que y es un 
ordinal límite (esta es la única parte de la hi- 
pótesis inductiva que necesitamos para esta 
parte). Ya que £ < y, desde luego, BE y. 
Pero por (iii) de la definición de adición, 

a + y= Ula +3) 


y asi, en vista de la definición 15 de § 2.6 
y el teorema 13, 
a+ty=UA 
donde 
A= Ín: BCy&q=at 5}. 


Ahora, 8 € y, de donde B'E y (pues y es un 
ordinal límite), así que 


a+ Blea, 
pero 
(+ =0 + 8 
y 
a+ BE + Bl, 
de donde 
a+ EUA, 
o sea, 
a+ Bear+y. Q.E.D. 
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Por otra parte, la adición ordinal no es 
monótona a izquierda con respecto a menor 
que, esto es, no tenemos en general, 

sia < fBsentonces a + y < B+ y. 
Por ejemplo, 
1<2, 
pero 
l4+40=2+0. 
(La verificación de este hecho se deja como 
ejercicio.) 

Como una consecuencia inmediata del teo- 

rema precedente y del teorema 14, tenemos: 


Teorema 18. Si ß > 0. entonces a + 
B> a. 

Podemos también deducir facilmente una 
ley de cancelación a izquierda a partir de la 
monotonía a derecha de la adición ordinal. 
El ejemplo dado antes del teorema 18 mues- 
tra que la cancelación a derecha no es válida. 


Teorema 19. Si a + B = a + y, enton- 
ces Bay. 

Demostración. Supongamos 8 + y. Para 
precisar, sea £ < y. Entonces por el teore- 
ma 17, 

a+ fB<a+y, 
lo que contradice la hipótesis del teorema. 
Q.E.D. 

Damos una ley monotónica a izquierda 
para la adición ordinal con respecto a S. La 
demostración es similar a la del teorema 17 
y se deja como ejercicio. 


Teorema 20. Sia E £, entonces a + y 
=<B+vY 

Como consecuencia inmediata tenemos: 
Teorema 21. a+ £ È £. 


Ahora demostramos un hecho útil acerca 
de ordinales límite. 


Teorema 22. Si B es un ordinal límite, 
entonces a + B es un ordinal limite. 


Demostración. Supongamos que a + £ 
no es un ordinal limite. En virtud del teore- 
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ma 21, a + 60. Por consiguiente, existe 
un y tal que 
(0 y! =a + B, 
= U(a + 8), 
cs 


en virtud de (iii) de la definición de adición. 
Entonces, 


y EU (a + 8), 
Eb 


por tanto, existe un 6, € ß tal que 
yeasts, 
por consiguiente, 
BD  Y<(at Saat dh 
(1) y (2) dan: 
ath oats, 
se sigue, a partir de la contrapositiva del teo- 
rema 20, que 
BSI 
lo que es absurdo, porque ô, € £, asi que 6,' 
€ £. QED. 
El teorema siguiertte afirma que una pro- 
piedad basica de la adiciön entre enteros es 
välida tambien para la adiciön ordinal gene- 
ral. 
Teorema 23. Si a < £, entonces existe un 
y único tal que a + y = R. 
Demostración. Si a = ß, tomamos y = 0. 


Supongamos entonces que a < 8. Ahora, 
por el teorema 21, 


a+ß=B. 
Sea y el menor ordinal tal que 
a) a+y2 Pp. 
Afirmo que, en efecto, 
a+y=B, 
pues supongamos que 
a+ y>£ 


Claramente y #0, asi que hay dos casos 
para considerar. Primero, supongamos que 
y tiene un precedente inmediato y—l. En- 
tonces, 


a+y=a+ (y= I= (a + (1D) 


CAP. 7 


de donde, por el teorema 15 de $ 5.3, 
a+yr>a+(y-1>8, 
contrario a la suposición de que y es el me- 

nor ordinal que satisface (1). 

Segundo, supongamos que y es un ordinal 
límite. Entonces por las hipótesis básicas so- 
bre y, para cada 9 < y, 


a+5<8B, 
y, por consiguiente, por el teorema 63 de $2.6, 
U (a +5)<£, 
sy 


asi que, 
U (a + ô) SB. 
ey 


Pero 
a+ y =U(a + 8), 
ey 
y asi tenemos 
a+y=B, 
lo que se combina con (1) para dar 
a+y=B. 

Que y es único se sigue de una vez a par- 
tir de la ley de cancelación a izquierda; esto 
es, dado 

aty=at+y = 8B, 
en virtud del teorema 19 
Yı = Yo Q.E.D. 
Por el mismo método de argumentación 


usada en la demostración que precede, es 
fácil establecer: 
Teorema 24. No existe ordinal y alguno 
tal que, para todo 8 < B, 
a+öä<y<ar+ß. 
Este teorema dice, en otras palabras, que 
a + B es el primer ordinal mayor que a + 6 
para todo 6 < BÉ. 

Se muestra que la adiciön ordinal no es 
conmutativa por medio del simple contra- 
ejemplo: 

l+ow+l. 
Por otra parte, es asociativa. 
Teorema 25. a + (8 + y)=(a + B) + y. 


SECC. 7.2 


Demostración. La demostración se hace 
por inducción transfinita sobre y. 
Parte 1, En virtud del teorema 14 
a+(B+0=a +8 
= (a+ 8) +0. 
Parte 2. Nuestra hipótesis inductiva dice 
Do a+ (B+vY=(0+B8+v 
y entonces tenemos las siguientes identidades: 


a+ (B+ y) =0+(8 + y) 
por el teorema 15 


=(0+(B+1) 

por el teorema 15 
= ((a + B) + y 

por (1) 
= (a+ +7 


por el teorema 15. 


Parte 3. La hipótesis inductiva es la de 
que y es un ordinal límite y, para todo 6 € y, 


a+ (B + 8) = (a + P) +08. 
A partir de la definición de adición y del he- 
cho que 8 + y es un ordinal limite (teorema 
22), tenemos: 


a+ (B +y) =U(a +ð) 
Ef +y 


=U (IER +y&n= a+) 
por definición. 
Pero ya que cada ordinal y tiene como ele- 
mentos todos los ordinales más pequeños, 
podemos sustituir en la última expresión 
OEB +y por ‘B+ 8€8B + Y, y obtenemos 
a+ (B+ vr) =U (38) (B+6€8 


+y&n=a + (8 +8) 
=U(9:(3 (67% 9= 


a + (B + 8)? 
por los teoremas 
17y 20 
=Ua + (B +8) 
a por definicion 
=U(a+B)+8 
Er por la hipótesis 
inductiva 


= (a + 8) + Y- Q.E.D. 
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Ahora nos referimos a la definición de 
multiplicación ordinal y a un cierto número 
de teoremas elementales acerca de esta ope- 
ración. La definición, como la de adición, 
simplemente generaliza la definición corres- 
pondiente para los enteros. Nótese que se 
sigue la convención acostumbrada de yuxta- 
poner para denotar multiplicación. Ocasio- 
nalmente se usa un punto para efectos de 
claridad. 


Definición 3. La operación de multiplica- 
ción ordinal se define por medio del si- 
guiente esquema recurrente: 
O a-0=0, 
Gi) a-f'=a-B+a, 
(iii) si B es un ordinal limite, 
a+B = Ua-y. 
7€8 
Las demostraciones de varios de los teore- 
mas se han dejado como ejercicios. 


Teorema 26. a - 8 es un ordinal. 
Teorema 27. 0-a = 0. 


Teorema 28. a l = l-a = a. 


Ahora demostramos que la multiplicación 
ordinal, como la adición ordinal, es monó- 
nica a derecha con respecto a menor que. En 
el caso de la multiplicación tenemos que 
agregar la condición de que a > 0. 


Teorema 29. Si a > 0 y B< y, entonces 
aß < ay. 


Demostración, La demostración, como la 
del teorema correspondiente para la adición 
(teorema 17), se hace por inducción transfi- 
nita sobre y. 


Parte 1. Si y = 0, la hipótesis del teo- 
rema es siempre falsa y el teorema se cum- 
ple vaciamente. 


Parte 2. La hipötesis inductiva para esta 
parte es idéntica en apariencia a la formula- 
ción del teorema. Para demostrar que el teo- 
rema es válido para el sucesor de y hay que 
considerar dos casos. 


134 INDUCCION TRANSFINITA Y ARITMETICA ORDINAL 


Caso 1. 8 < y. Entonces tenemos: 


aß < ay, 
pero 
ay! = ay + a, 
y puesto que a > Qen virtud del teorema 18, 
ay < ay!, 
de donde, por transitividad, 
aB < ay! 
Caso 2. 8 = y. Por tanto,aß = ay. Enton- 
ces, 
ay! = ay + a > ay. 
Luego, 
ay > aß. 

Parte 3. Como en el caso del teorema co- 
rrespondiente para la adición, la única parte 
de la hipótesis inductiva que necesitamos es 
la de que y es un ordinal limite. Puesto que 
B < y, tenemos que £ € y. Pero es una pro- 
piedad fundamental de la multiplicación or- 
dinal la de que r 


ay = U aĝ, 
Ey 


de donde, por un argumento exactamente 
igual al usado en la demostración del teore- 
ma 17, 
aß Cay, 
o sea, 
ab < ay. Q.E.D. 

Como una consecuencia fäcil del teorema 

29, tenemos: 


Teorema 30. Sia 0 y B 0, entonces 
aß 40, 
Como otro resultado inmediato tenemos una 
ley de cancelación a izquierda, previsto que 


a> 0. 
Teorema 31. Si aß = ay y a > O enton- 
ces B = y. 
Un contra-ejemplo para la cancelación a de- 
recha está dado por la igualdad 


Zw = 3w. 


CAP. 7 


Como una propiedad esperada de los ordina- 
les limite tenemos: 
Teorema 32. Si ß es un ordinal limite y 
a > D entonces aß es un ordinal límite. 
La demostración se deja como ejercicio, co- 
mo la del correspondiente “dual a izquierda”. 
Teorema 33. Si a es un ordinal limite y 
B > O.entonces aß es un ordinal límite. 
Ahora demostramos el importante hecho 
de que la multiplicación es distributiva a iz- 
quierda con respecto a la adición. 


Teorema 34. «(+ y) = aß + ay. 
Demostración. La demostración se hace 
por inducción transfinita sobre y. Suponemos 
a Æ 0 (para la parte 3), pues de otro modo 
la demostración es trivial, en vista del teo- 
rema 27. 
Parte 1. a(8 + 0) = af =aß +0 = af 
+a-0, 
Parte 2. Tenemos las siguientes identida- 
des: 
a(B + y') = «(8 + y) 
por el teorema 15 
=a +y) +a 
por Gi) de la definición 3 
= (aß + ay) +a 
por la hipötesis inductiva 
= af + (ay + a) 
por asociatividad 
= af + ay! 
por (ii) de la definicién 3. 


Parte 3. Supongamos que yes un ordinal 
límite. Entonces, por el teorema 22, B + y 
es también un ordinal límite, de donde, a 
partir de la definición de multiplicación, 


a(B+ y) = Um 
estr 


= Uae 
BLU) 
sy 


por definieiön de adieiön 
Vins AGC Ver 5)& q= a8)} 
T 
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por definicién 


= Ufa: (IOI EYI EB tHE 
«€ = af)}. 


En virtud del teorema 29, puesto quesi 8 < £, 
entonces af < a(f + 6) para cualquier $ € 
y, asi que podemos considerar solamente va- 
lores para los cuales existe un ô € y tal 
que =p +8, porque si #, < By6#,=B+5 
para algún 6, entonces cualquier elemento de 
ad, es también un elemento de ad, y la unión 
de la familia indicada de conjuntos perma- 
nece inalterada si se omite d,. Por tanto, po- 
demos reemplazar la última identidad por 


alB + Y) = U fn: (J8 E y den = a6 + 8)} 
= U al8 + 4) 
ser 
por definición 
= U (ef + ad) 
acy 
por la hipötesis inductiva 


= Ufa: (48) (8 Cy & n = 08 + a] 
por definicién 


= Ufa: (38)(6 Cay & n = aß +0)) 
por lógica cuantificacional, 
la hipótesis de que 
a #0 y el teorema 29 
= U (08 +0) 
Cay 
por definición 


= aß + ay 
por definición de adición 
y el teorema 32. 
Q.E.D. 


Un ejemplo simple que muestra que la 
multiplicación no es distributiva a derecha 
es el siguiente, cuya verificación se deja co- 
mo ejercicio: 

0 + le Al-w + lew. 

La demostraciön de la asociatividad de la 
multiplicaciön ordinal se hace por induccion 
transfinita sobre y. Esta demostracién se deja 
como ejercicio. 


Teorema 35. «{ßy) = (aß)y. 
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Del caräcter de las definiciones de la adi- 
ción y la multiplicación ordinales, es obvia 
la definición de exponenciación ordinal. 


Definición 4. La operación de exponen- 
ciación ordinal se define por medio del si- 
guiente esquema recurrente: 


G) =l, 
(ii) & = af -a, 
(iii) si B es un ordinal límite y a > 0, 
entonces 
A= Ua, 
YEB 
(iv) si B es un ordinal límite y a =Q, 
entonces 
af = 


Las demostraciones de los teoremas sobre ex- 
ponenciación se han dejado como ejercicios. 


Teorema 36. œ = a. 
Teorema 37. Si ß > 0,entonces 0° = 0. 
Teorema 38. 1° = 1, 
Teorema 39. +’ = a? a”. 
Teorema 40. (a)? = aM. 
Por otra parte, no siempre tenemos: 
BY = a” - 8, 
pues 
(w +2)? Æ w?-2?. 
Teorema 41. Si a > 1 y 8 < y entonces 
P <a’, 


Por inducción transfinita sobre 8 podemos 
tambien demostrar: 
Teorema 42. Si a > 1 y B > l, entonces 
a+ BSap Sa®. 

A partir de los teoremas y contra-ejemplos 
dados aträs en esta seceiön, puede verse que 
la aritmética de la adiciön, multiplicaciön y 
exponenciaciön ordinales difiere en tres as- 
pectos principales de la aritmetica de las 
operaciones correspondientes entre enteros. 
(i) La adición y la multiplicación ordinales no 
son conmutativas. (1i) La multiplicación ordi- 
nal no es distributiva a la derecha, con res- 
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pecto a la adición ordinal, o sea que no 
siempre se tiene; 


a) (a + B)y = ay + By. 
(iii) La regla de exponentes 

(2) (a -BY = 48” 

a veces falla. De las tres, (i) es mas importan- 
te, pues si suponemos que la adicién y la 
multiplicaciön son conmutativas, podemos 
deducir (1) y 2). Vale la pena mencionar 
también que ciertas operaciones sobre 0 y I 
que son ordinariamente indefinidas en el 
análisis están definidas en la aritmética or- 
dinal. Por ejemplo, 0°, 00°, 1” no están de- 
finidos en análisis, pero aquí: 

= =a’ = 1, 

ra st. 

Varias investigaciones se han dedicado a 
proseguir el desarrollo de la aritmética ordi- 
nal, según los lineamientos de los resultados 
clásicos de la teoría de números. En este sen- 
tido se da algún material en los ejercicios del 
final de esta sección, Aquí nos restringimos 
a enunciar que los análogos del “último teo- 
rema” de Fermat y la Hipótesis de Goldbach 
se sabe que son falsos en la teoría de núme- 
ros ordinales (Sierpinski [1950]). “En teoría 
elemental de números el “último teorema” 
de Fermat es la aserción de que, para n > 3, 
no existen números naturales a, b, c tales que 


a+b =e. 

La verdad o falsedad de esta aserción es 
uno de los famosos problemas abiertos de 
la teoría de números. El análogo para la teo- 
tia de nümeros ordinales es falso. Para cual- 
quier ordinal u => 1 existen-nümeros ordi- 
nales a, ß, y tales que 

a + pay, 
En particular, si u tiene un precedente inme- 
diato (esto es, 4 no es un ordinal limite), en- 
tonces, para ¿ = 1 
(+ (of - 294 = (at > 3)", 
Si p es un ordinal límite, entonces, para ¿>1, 
(w!)* + (were = (ak +1). 
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La Hipötesis de Goldbach es la de que 
todo nümero natural par >2 es la suma de 
dos números primos. Sobre la base de la de- 
finición obvia de números ordinales primos, 
la hipótesis es falsa para números ordinales. 
Puede demostrarse que w + 10 no es una 
suma tal, 

Ahora nos referimos a las operaciones su- 
ma y producto infinitos. Desde un punto de 
vista formal, estas dos son operaciones una- 
rias sobre sucesiones de ordinales. Hemos 
usado la noción de p-sucesión en la demos- 
tración del teorema 7; la definimos de nue- 
vo aqui. 


Definición 5. Una p-sucesión de ordina- 
les es una función cuyo dominio es el or- 
dinal p y cuyo recorrido es un conjunto 
de ordinales, 
Las sucesiones en el sentido ordinario del 
análisis son w-sucesiones. Usamos una nota- 
ción muy acostumbrada para p-sucesiones, 
a saber fog;<,, donde a, es el ¿-ésimo tér- 
mino de la sucesión. 


Definición 6. La operación suma infinita 
para ordinales se define para cualquier 
p- sucesión de ordinales {a}; por me- 
dio del siguiente esquema recurrente: 


(i) Za, =0, 
$<0 
(i) siv < p entonces 
Za; = La; + an 


Ext E<v 
Gii) si v es un ordinal límite y v & p, en- 
tonces 
Za =U las 
E<v nor ESR 


Es quizás importante notar la forma que 
el esquema recurrente tomaría si usáramos 
una notación funcional común para p-suce- 
siones. Así, sea f cualquier sucesión de ordi- 
nales para p-sucesiones. O sea que f es cual- 
quier sucesión de ordinales. Entonces, 


Zf] = 0, 
Efl = Ef] e + f(r), 


SECC. 7.2 


para » un ordinal límite 
Yly = U 3f|n. 
er 
A pesar de la mayor simplieidad de la ülti- 
ma notaciön, usaremos en lo que sigue la no- 
tación más acostumbrada introducida en la 
definición 6. 

Por inducción transfinita podemos demos- 
trar que cualquier ordinal puede obtenerse 
por agregación iterada de 1. 

Teorema 43. Sea {a,}p<, la p-sucesión 
tal que,para todo E < u, œ = 1. Enton- 
ces, 
B= Lag. 
[27 

Demostración. Usando el teorema 4, pro- 
cedemos por inducción sobre p. 

Parte 1. Si =0, entonces, por (i) de la de- 
finición precedente, 

Za; = 0. 
E<O 

Parte 2. Supongamos que el teorema vale 

para p. Ahora, por (ii) de la definición, 


Da, = Zoe +1 
Ext t<a 
=p+1 porla hipótesis inductiva 


=p. 
Parte 3. Si u es un ordinal límite, entonces, 
por (iii) de la definición, 


Za= U la 
E<a Eu E<n 
= y y porla hipótesis inductiva 
A 
=p por el teorema 3. Q.E.D. 


Podemos demostrar también que la multi- 
plicación es adición iterada. 


Teorema 44. Sea {ayle<s la B-sucesion 
tal que, para todo ¿<. B, ag =a. Entonces, 
a B= Log. 
[27] 
Demostración. Como en la última demos- 
traciön, procedemos por inducciön transfi- 
nita, 


Parte 1. $ = 0. Por (i) de la definición 6, 
(1) = a = 0, 
E<O 
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y por el teorema 27, 

2) a-0=0, 
y asi, (1) y (2) establecen la parte 1. 

Parte 2, Supongamos que el teorema es 
válido para 8. Entonces, por (ii) de la defini- 
cién 6, 


Zag = 2a¿+0 
[272 &<o 
= Lata por la hipötesis 
bas del teorema 
=a-B+a por la hipötesis 
inductiva 
=a-f! por la definiciön 3. 


Parte 3. Si 8 es un ordinal límite, entonces 


a-B= U ay por definición 


vee de multiplicaciön 
= U Za; por la hipótesis 
SEB EN inductiva 
=E por (iii) de la 
ESR definición 6. 
Q.E.D. 


El teorema siguientd es semejante al teo- 
rema 22 en su formulación y demostración; 
asi que la demostración se deja como ejerci- 
cio. 


Teorema 45. Si u es un ordinal limite y, 
para todo & < p a 0, entonces È ag 
es un ordinal límite. ESE 
Para formular una ley asociativa de la su- 
ma de una sucesión de ordinales, existe cier- 
ta dificultad para hallar una notación apro- 
piada. Para ilustrar estas ideas, consideremos 
la suma finita: k 
Qo + 0 + Ar + As +A, + As. 


I Yo = Oy + 0, +0, 
Yı = A; + Oy 
Ye = As, 


la ley asociativa general afirma que 

Yo + Yı + Y: 0440 + A, + 0440, +05. 
Es más simple introducir una notación para 
las sumas parciales de los sub-índices que 
para los y; directamente. Sea £, el número 
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de términos a de y , esto es, tres; en gene- 
ral, sea B el número de términos a de y. 
Aqui, 

Bo =3 

B =2 

8, =1. 
Sean e, las sumas parciales de los $. Así, 

O, = = B. 


at 
En nuestro ejemplo, 
a, =0 
6 =3 
o= B+ B,=5 
o, = By + Bi +B, =6. 
Nuestro ejemplo puede entonces represen- 
tarse por: 


Baer 


&<6 »<3 


(È a+). 


&<py 


En esta notación tenemos la ley asociativa 
general siguiente. 


Teorema 46. Si A = 2 B, y, para v< p, 
nu 


0, = 2 B,, entonces 


nce 
Za= E (2 a). 
E< vn E<Bp - 


Demostración. Sin pérdida de generalidad 
podemos suponer que,para todo y <p, By 0. 
Procedemos por inducción transfinita sobre 
ph 

Parte 1. u = 0. La demostración es inme- 
diata. 

Parte 2. Supongamos que el-teorema es vä- 
lido para u. 


Entonces, 
A= 3 8,= 2 8,+8 
7<u a<u 
Ademäs, 
z a= z a; 
¿<A Eau HBa 
= Za + Zar 


E<op t<Bu 


INDUCCION TRANSFINITA Y ARITMETICA ORDINAL 


CAP. 7 


= E (Do) + Y oprt porla 
><a <A E<Bn hipótesis 

E ARA inductiva 
»<ul <er 


Parte 3. Sea p un ordinal límite. Entonces; 
qd) A= 26,=U zZ 


n<u ben 9<b 
En virtud del teorema 45, A es un ordinal li- 
mite. 
Tenemos entonces: 


EaU Za 
E< <a f<oj 
por (i) y (iii) de 
la definicién 6 
=U Z (2 0.) 
bcp esd Eco 
por la hipötesis 
inductiva 
= E (È 00) 
vu <A, 


por (iii) de la 
definición 6. 
Q.E.D. 


Puede usarse la ley asociativa general pa- 
ra la adición para demostrar una ley dis- 
tributiva general, de la cual el teorema 34 es 
un caso especial. En relación con esto debe 
notarse que la adición binaria se obtiene de 
la operación = considerando solamente suce- 
siones de longitud dos. La demostración de 
esta ley distributiva se deja como ejercicio. 


Teorema 47. 
a- E B,= E a Br 


2<a ase 
Análogo a la definición de suma de una su- 
cesión de ordinales, definimos el producto de 
una sucesión tal. 


Definición 7. La operación producto infi- 
nito para ordinales se define para cual- 
quier p-sucesión de ordinales | ag), < y Por 
medio del siguiente esquema recurrente: 
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© Mast, 
¿<0 


GD siv < p, entonces 


Ile = Ile E ar 
ase 


E< 
(üi) siv es un ordinal limite y y S p, en- 
tonces 
II = U Y Oey 
E<v ner EKn 


a menos que o = 0 para algún £ < v, 


en cuyo caso |] œ =0. 
<e 


Formulamos sin demostración algunos teo- 
remas sobre esta operación de producto infi- 
nito. Las demostraciones son análogas en 
estructura a las que se dan sobre sumas infi- 
nitas. 


Teorema 48. Sea (a; ¿<p la B-sucesión tal 
que, para todo ¿< B, a = a. Entonces, 


af = TI Qg. 
El siguiente teorema establece la ley asociati- 
va general para productos. 
Teorema 49, Si à = 2 $, y, parav <p 


o, = E fa, entonces * 
n<y 
II a, = TI (II Gays). 
EXA »<u 8 <By 


Hay también una ley de potencias, de la cual 
HE abt? af. 
es un caso especial. 
Teorema 50. Si À = = ß, , entonces a 
use 
= [J *. 
ase 


Como teorema final resumimos algunos 
resultados particulares interesantes y las de- 
mostraciones de ellos que no son dificiles. 


Teorema 51. 


(i) Sipara < w, œ; =£41, entonces 


E =1+2+3+:::=0 
E<o 

I @ =1-2-3--++ =o. 
<o 


INDUCCION TRANSFINITA Y ARITMETICA ORDINAL 


139 


(ii) Si para <w, ag = n, entonces 


Z aon+n +++». =u paran>0, 
t<»o 


TI a =n-n-n: -=w paran > l. 
Eco 


Gii) Si para ¿ <w, af = w, entonces 
Ey =wotatot- =w 


E<w 


II = uwo = 0% 
E<w E 

Es conveniente notar que las cinco opera- 
ciones sobre números ordinales definidas en 
esta sección tienen cláusulas esencialmente 
idénticas en sus definiens con respecto a los 
ordinales límite. Podemos definir la noción 
de una sucesión transfinita de ordinales que 
tiene un límite y entonces definir la continui- 
dad de una función de ordinales. Usando es- 
tas ideas, la cláusula que acabamos de men- 
cionar puede sustituirse por el requerimiento 
de que la función sea continua (en la varia- 
ble apropiada si es una función de varias 
variables). 

Brevemente indicamos las definiciones per- 
tinentes. Sea [ag]¿<, wha p-sucesión de ordi- 
nales donde u es un ordinal límite. Entonces, 
a es el limite de esta sucesión; en símbolos, 


a = lim œ 
E<a 


si y solamente si, para todo < 4, a, Sa 
y para todo £ < a existe un v < y tal que, 
si v < é entonces B < 0 

Sea f una función sobre algún ordinal a 
y tal que su recorrido sea un conjunto de or- 
dinales. Entonces, f es continua si y solamen- 
te si, para todo número límite A < a, 


JO = lim fO. 


Asi, sin usar una notación rigurosa, pode- 
mos afirmar que « + £ es continua en £, y 
de modo similar para a - ß y af. Por otra 
parte, estas tres Operaciones no son conti- 
nuas en a, pues 


lmtf+D=0%e+1 
lim (€ - 2) = wwe? 
lim & = w A wo”. 
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EJERCICIOS 


1. Se han dado varios contra-ejemplos sin demostra- 
ción a través de esta sección. Haciendo uso de teoremas 
cualesquiera, demostrar los siguientes: 

@ l+0=2+0 

(d) n+0=0w 

© l+0<o+1 

(d) sin 540, entoncesn +o <w +n 
(e) 2w = Jw 

(1) sin 40, entonces nw = w 

(g) w<w.2 

M 0:2=0+w 

@ A+ Iw < lew + bow 

2. Demostrar los teoremas 20 y 21. 

3. ¡Es verdadero el reciproco del teorema 22? Si lo 
es, demostrarlo; si no, dar un contra-ejemplo. 

4. Demostrar el teorema 27. 

3. Demostrar el teorema 28. 

6. Demostrar los teoremas 30 y 31. 

7. Demostrar los teoremas 32 y 33, 

8. Demostrar el teorema 35. 

9. Demostrar las dos leyes de cancelación siguientes 
para la multiplicación ordinal: 

(a) Si a8 > ay, entonces £ > y. 
(b) Si ay > By, entonces a > $. 
10. Demostrar que, si y < aß, entonces existe un úni- 
coa < ayun único B < Btalesque y = af +a. 
1k. Sia > 0, entonces para cualquier ordinal 8 existe 
un único y y un único $ < a tales que, 


B=ay +8. 
12. Sia es un ordinal límite, entonces existe un único 
B tal que a = wB. 


13. Demostrar el teorema 36. 

14. Demostrar el teorema 37. 

15. Demostrar el teorema 38. 

16. Demostrar el teorema 39. 

17. Demostrar el teorema 40, 

18. Demostrar que (w +2) =£ q? +2? 

19. Demostrar el teorema 41. 

20. Demostrar el teorema 42. 

21. Demostrar el teorema 45, 

22. Demostrar el teorema 47, 

23. Demostrar el teorema 48. 

24 Demostrar el teorema 49. 

25. Demostrar el teorema 50. 

26. Demostrar el teorema 51. 

27. Demostrar que, si para $ < w, ag = e, entonces 

E ap sah ta po terra or 
<w 
28. Demostrar que, si para — < o + w, ag = o, en- 
tonces 
I aww www = te, 
E<uto 
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29. Demostrar que, si para £ < w, ag = we, entonces 


we. 


Z =l twt Hw Ho 
E<u 


30. Definimos: ß es un residuo de y si y solamente 
si B>0 y existe un a tal que a + B = y. 

Demostrar que si a > 8, a y B son residuos de y, en- 
tonces # es un residuo de a. 

31. Definimos: «a es aditivamente indescomponible si 
y solamente si a > 0 y a no es la suma de dos ordinales 
menores que él. 

(a) ¿Cuáles enteros, si los hay, son aditivamente 
indescomponibles? 

(b) Demostrar que w es aditivamente indescom- 
ponible. 

(c) ¿Cuál es el más pequeño ordinal mayor que 
w que es aditivamente indescomponible? 

(d) Usando la definición del ejercicio 30, carac- 
terizar los residuos de un ordinal aditivamen- 
te indescomponible. 

(e) Demostrar que, si £ es aditivamente indescom- 
ponible y a > £, entonces a + B = £. 

(£) Demostrar que, si 8 > 1 es aditivamente in- 
descomponible y a > 0, entonces af es adi- 
tivamente indescomponible. 

(g) Demostrar que, para todo a, w es aditivamen- 
te indescomponible, 

§ 7.3 Números cardinales de nuevo y alefs. 
Sin usar el axioma especial para cardinales 
o el axioma de escogencia, se puede hacer 
una cierta cantidad de teoría de los núme- 
ros cardinales, definiendo los números car- 
dinales como ordinales iniciales. Un ordinal 
inicial es uno que no es equipotente con al- 
gún ordinal menor que él. Sin embargo, sin 
el axioma de escogencia no podemos mostrar 
que todo conjunto tiene un número cardinal 
y así no podemos desarrollar una aritmética 
cardinal razonable. 

Por otra parte, podemos definir los alefs. 
En teoría de conjuntos intuitiva clásica, un 
alef es el número cardinal de un conjunto in- 
finito bien ordenado. Esta no será nuestra 
definición, pero vendrá próximamente como 
un teorema, En otras palabras, definiremos 
los alefs puramente en términos de números 
ordinales y entonces demostraremos (en la 
sección siguiente) que el número cardinal de 
cualquier conjunto infinito bien ordenado es 
tn alef. Es verdad que No fue definido en la 
definición 28 de $ 5.3 como el número car- 
dinal de w (esta definición dependía del axio- 
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ma especial para cardinales), pero el caräcter 
real de los alefs, como la sucesión de núme- 
ros cardinales transfinitos no fue indicada en 
manera alguna por esta definición inicial. 

Para evitar cualquier confusión se hace én- 
fasis en que el material de esta sección es 
completamente independiente de $ 4.3, $ 4.4 
y $ 5.3, los cuales dependen del axioma es- 
pecial para cardinales. 


Definición 8. x es un número cardinal si 

y solamente si x es un ordinal y, para to- 

do ordinal a, six = a, entonces x Sa. 
Tenemos dos teoremas sencillos: 


Teorema 52. Todo numero natural es un 
numero cardinal. 


Teorema 53. w es un número cardinal. 


También tenemos, sin el axioma de esco- 
gencia, la ley de tricotomía para números 
cardinales. 


Teorema 54. Si a y 8 son números car- 
dinales entonces se cumple exactamente 
una de las siguientes posibilidades: a < 
BB <a,a = PB. 

Demostración. Ya que a y £ son ordinales, 
entonces, e C$ o B Ga. Asi, por el teorema 
16 de § 4.1, se cumple a < Bo £ <a, a partir 
de lo cual el teorema se sigue facilmente. 

QED. 


El hecho de que el teorema 54 pueda de- 
mostrarse sin el axioma de escogencia no sig- 
nifica que se pueda demostrar sin ese axio- 
ma la tricotomía, en términos de equipotencia, 
para conjuntos arbitrarios. 

Definimos los cardinales transfinitos de 
una manera que está de acuerdo con la defi- 
nición 27 de $ 5.3, La última definición afir- 
ma que un cardinal transfinito es uno que 
es el cardinal de un conjunto infinito, según 
Dedekind. La presente definición requiere 
que el cardinal sea Zw, lo que implica que w 
sea un subconjunto de él. Pero de acuerdo 
con los teoremas 47 y 48 de $ 5.3, todos, y 
no solamente aquellos conjuntos que tienen 
un subconjunto enumerable como w, son in- 
finitos según Dedekind. 
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Definición 9. x es un cardinal transfinito 

si y solamente si x es un número cardinal 

IZ 
Und de nuestros objetivos es demostrar que 
no hay un cardinal transfinito mayor que 
todos. Para este fin, asociamos con cada con- 
junto el conjunto de ordinales equipotente 
o menos potente que él. Esta noción será el 
artificio que nos permite evitar el axioma de 
escogencia; el enfoque se originó con Har- 
togs [1915], quien hace uso en su demostra- 
ción del hecho que la ley de tricotomía im- 
plica que todo conjunto es bien ordenado. 
(La usamos también para la demostración 
correspondiente en el capitulo siguiente.) 

Definición 10. 

HA) =(a: a <A). 

Se requiere una aplicación más bien sutil 
del esquema axiomático de sustitución para 
demostrar que 3¢(A) no es vacío. El esquema 
axiomático de separación no puede usarse, 
pues no existe el conjunto apropiado de or- 
dinales. Además, la aplicación del esquema 
axiomático de sustitución no es directa, por- 
que, para un subconjunto dado B de A, pue- 
de haber muchos ordinales diferentes equi- 
potentes con él; esto es, no podemos usar 
simplemente, para B en el conjunto potencia 
de A, 

Y(B, a) si y solamente si B =a. 
Un camino indirecto pero exitoso es consi- 
derar subconjuntos bien ordenados de A como 
se muestra en la siguiente demostración. 
Teorema 55. a € 30 (A) si y solamente si 
a <A. 
Demostración. Para comenzar, es claro que 
(D a ZA si y solamente si existen conjun- 
tos B y R tales que 
0 BCA, 
Gi) R bien-ordena B 
(ii) (a, Sa) es semejante a (B, R}. 
(La semejanza fue definida en § 5.1.) Ahora 
definimos: 

Q) WA) = KB, R):B GA &R bien- 

ordena B & RGA x A}. 
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En virtud del esquema axiomätico de sepa- 
raciön y del axioma del conjunto potencia se 
sigue que 
(3) zEW(A) si y solamente si existen 
conjuntos B y R tales que 
@) z=(B,R), 
(ii) BCA, 
(iii) R bien-ordena B. 
La demostraciön de (3) se sigue de tomar 
como el conjunto bäsico para el esquema 
axiomätico de separaciön 


(PA) X C(A X A), 


puesto que 
(4) BEPA 
y 
6) REE(A x 4). 


Para la aplicaciön del esquema axiomätico 
de sustitución tomamos ahora para q: 


(6) (x, a) si y solamente si x es seme- 
jante a (a, a). 

Claramente, a partir'de las propiedades fun- 
damentales de los ordinales, dos ordinales 
diferentes no puden ser semejantes bajo la 
relación de pertenencia, así que q(x, a) y 
p(x, B), entonces a = ß. Por consiguiente, 
por el esquema axiomático de sustitución 
existe un conjunto C tal que 


(7) aC Co(ar(eEewA&x 
es semejante a (a, £a)). 
De (1), (3) y (7) se sigue que 
(8) a EC si y solamente si «<A, 
y el teorema se sigue a partir de (8). QED. 
Teorema 56. 30 (4) es un ordinal. 


Demostración. Sia € 3% (4) y < a, en- 
tonces $ € K(A), pues sia € (A), enton- 
ces existe un subconjunto B de A tal que a = 
B bajo alguna función, digamos f; pero en- 
tonces f| 8 garantiza que £ € X (A). Por con- 
siguiente, 3¢ (A ) es completo y, puesto que es 
un conjunto de ordinales, es conexo por la 
relación de pertenencia. De donde, siendo 
completo y conexo, es un ordinal. Q.E.D. 
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El siguiente teorema afirma que no 3¢ (4) 
< A; debe notarse que el axioma de escogen- 
cia se necesita para demostrar el resultado 
más fuerte A < 30(4), aun cuando esto pue- 
de establecerse para conjuntos bien ordena- 
dos, así que a fortiori para ordinales, sin el 
axioma de escogencia. 


Teorema 57. No sc(A)<A. 


Demostración. Puesto que # (A) es un or- 
dinal, en virtud del teorema 55, 

(1) 1C(4) <A si y solamente si H(A) ER 

(A), 

pero ningún ordinal es un elemento de si 
mismo; en consecuencia el teorema se sigue, 
de una vez, a partir de (1). Q.E.D. 

Ahora demostramos que 30 (4) es el menor 
ordinal que tiene la propiedad de no ser < A. 


Teorema 58. Si no a< A, entonces (A) 
<a. 

Demostración. Supongamos que a < JC (4). 
Entonces, puesto que 50(4) es un ordinal, 
a € 3C(A); pero entonces, en virtud de la de- 
finición de 3C(4), «<A, lo que contradice la 
hipótesis del teorema. Q.E.D. 

Se sigue fácilmente a partir del teorema 
que se acaba de demostrar, que 


Teorema 59. 5C(A) es un número cardinal. 
Además, los teoremas que hemos demostra- 


do llevan directamente a la consecuencia, 
interesante filosóficamente, de que 


Teorema 60. No existe ningún número 
cardinal que sea mayor que todos. 
Demostración. Supongamos, si es posible, 
que hubiera un número cardinal mayor que 
todos, digamos a. Entonces, por el teorema 57, 


a) no F(a) < a, 
y por el teorema 59, 3 (a) es un número car- 
dinal, de donde, por el teorema 54 y (1), 
a < Ka), 


lo que es contrario a nuestra suposiciön acer- 
ca de a. Q.E.D. 

Para definir los alefs es útil introducir pri- 
mero la noción del menor ordinal que satis- 
face una fórmula. Habría sido posible una 
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consideraciön anterior de esta nociön y en 
realidad habria sido conveniente, ocasional- 
mente, 


Esquema de definicién 11. 
Halpa) = F > [P8 & (VEN > 
BS 1 VEGA apla) & 8 = 0. 
Asi, 
pala > 2) = 3, 
po(B>a)=a +1. 
Se demuestra fácilmente que 
Esquema teoremático 61. Si p(P), enion- 
ces palpla)) = B. 
Esquema teoremático 62. Si(3 pa), 
entonces 9(Ha((a)))- 
Ahora definimos: 


Definición 12. La operación alef se define 
por medio del siguiente esquema recu- 
rrente:* 


(1 No = a, 
Gi) Nar = ld > Na), 


Gii) si a es un ordinal límite, 
Na = UN. 
bla 


Primero demostramos: 


Teorema 63. Existe un B tal que, para 
todo y, si y E a, entonces B > Ñ, . 
Demostración. Necesitamos considerar so- 
lamente a > 0. En virtud del esquema axio- 
mático de sustitución existe un conjunto no 
vacío A, tal que 


A = fn: IN Eek = N). 


Ahora, a partir de resultados anteriores sobre 
ordinales, UA es un ordinal y además, si ņ € 
A entonces 


n = UA. 
Asi que, si no hubiera 8 > UA, entonces m ($ 


= uA &€ = U 4) sería el mayor cardinal 
transfinito, contrario al tcorema 60. Q.E.D. 


* Para estar de acuerdo con la notación tradicional es- 
cribimos ‘Na’ en vez de 'N(a)”. 
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Se sigue de este teorema, de la definición 
12 y de algunos resultados anteriores sobre 
ordinales, que 


Teorema 64, Si a > 0, entonces 
Na = (WN Ea —8 > N,)). 


Este teorema, junto con (i) de la definición, 
puede usarse como la definición de la opera- 
ción alef. 
Nos restringimos a unos pocos resultados 
ulteriores que se formulan sin demostración. 
A partir de la definición 12 y de los teore- 
mas 63 y 64 se sigue inmediatamente que 


Teorema 65. Naes un cardinal transfi- 
nito. 


Teorema 66. Sia < ß,entonces Ña < No. 


Teorema 67. No existe cardinal transfi- 
nito B tal que Na <B < Nass 
La demostración del siguiente teorema pre- 
senta mayor dificultad. 


Teorema 68. Todo cardinal transfinito 
es un alef, o sea, para todo cardinal trans- 
finito a existe un B tal que a = Np. 
Retornamos breveménte a los alefs al final 
de la sección siguiente. Mencionamos aqui 
que cualquier número ordinal cuya cardina- 
lidad sea No se dice que es un número ordi- 
nal de la segunda clase. (Los ordinales finitos 
son los números de la primera clase.) Se co- 
nocen muchos resultados matemáticos acerca 
de los números naturales de la segunda clase, 
pero están sin resolver muchos problemas di- 
fíciles que conciernen a ellos. (Algunas refe- 
rencias son: Sierpinski [1928], Church y Klee- 
ne [1937], Church [1938], Denjoy [1946].) 


EJERCICIOS 


1. Demostrar los teoremas 52 y 53. 

2. Dar una demostración detallada de (1) en la de- 
mostración del teorema 55. 

3. Demostrar el teorema 59. 

4. Demostrar que, si ACB, entonces JC(A) = KB). 

5. ¿Es verdadero que, si 4 CB, entonces JC(4) < K 


6. ¿Es verdadero que, si A C B, entonces JC(A) < HC 


¿Es verdadero que K(A U B) = KAM + KB? 
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8. Demostrar el teorema 61. 
9. Demostrar el teorema 62. 
10. Demostrar el teorema 64. 
11. Demostrar el teorema 66. 
12. Demostrar el teorema 67. 
13. Demostrar que, si a es un ordinal límite, entonces 
no existe cardinal transfinito £ tal que para todo y € a, 


N,<8<No- 


14. Para todo cardinal a existe un ordinal 8 tal que 
a< Na 

15. Demostrar el teorema 68. 

$ 7.4 Conjuntos bien ordenados. Para co- 

menzar, podemos formular el principio de in- 
ducción transfinita para conjuntos bien or- 
denados. La demostración es semejante a la 
del teorema 1. Debe notarse que el teorema 
69 implica el teorema 1. 


Teorema 69. [Principio de inducción 

transfinita; cuarta formulación]. Si 

(i) R bien-ordena A, 

Gi) (VWNlucsadG (VDE AGIRY> 

E B)>yE Bl, entonces AGB. 

El enunciado (y la demostración) de un prin- 
cipio para conjuntos bien ordenados seme- 
jante al teorema 4 se deja como ejercicio, 

Formulamos pero no demostramos que,si 
un conjunto ordenado satisface el principio 
de inducción transfinita, entonces es bien or- 
denado. Informalmente hablando, este teo- 
rema, combinado con el teorema 69, mues- 
tra que para aplicar la inducción transfinita 
a un conjunto ordenado es necesario y sufi- 
ciente que el conjunto sea bien ordenado. 

Teorema 70. Sea R una ordenación es- 
tricta simple de A y supongamos que A 
tiene un R-primer elemento, Además, sean 
A y R tales que, para cualquier conjunto 
B, si (WY yy € A & (V xX)XCA & xRy 
— x € B) — y € Bl, entonces AGB. En- 
tonces R bien-ordena A. 

Usando la noción de un segmento, que fue 
introducida en la definición 32 del capítulo 
3, podemos formular la recurrencia transfi- 
nita de una manera semejante al teorema 8. 


Esquema teoremático 71. [Recurrencia 
transfinita: sexta formulación]. Sea 7 
cualquier término y supongamos que R 
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bien-ordena A. Entonces existe una única 
función F sobre A tal que, para todo ele - 
mento x de A, 


F(x) = (F| 8 (4,R,x,)). 
Usaremos este teorema en el capitulo 8, en 
la demostraciön de que, si todo conjunto pue- 


de ser bien ordenado, entonces es välido el 
lema de Zorn. 


La noción de una función creciente, fami- 
liar en los contextos numéricos, se generaliza 
fácilmente a conjuntos ordenados. 

Definición 13. f es una función creciente 
sobre Y = (A,R) si y solamente si 
G) fes una función sobre A. 


Gi) OCA, 
(iii) sixy € A y x Ry, entonces f(x) 
RO). 


Ahora demostramos un teorema funda- 
mental para tales funciones. 

Teorema 72. Si R bien-ordena A y f es 
una funciön creciente sobre (A,R), enton- 
ces no existe elemento x alguno en A tal 
que f(x)Rx. 

Demostración. Supongamos, por via de 
contradicción, que hubiera un elemento x en 
A tal que 

qd) FIR». 

Sea 

B = (x: f(x) Rx). 
En virtud de (1), B +4 0, o sea que tiene un 
R-primer elemento, digamos x,. Asi que te- 
nemos, 


(2) Sx )Rx,. 
Sea 

0) xy = f(x); 
por tanto, 

XoRx1, 

y puesto que f es creciente, 

(4) f(x) RF (x): 
A partir de (3) y (4) tenemos entonces, 

SF (Xo) RX 
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pero entonces x, € B y x, no es el R-primer 
elemento de B, lo que es absurdo. Q.E.D. 

Ahora formulamos algunos teoremas rela- 
tivos a la semejanza (definición | de $ 5.1) y 
a las funciones crecientes. 


Teorema 73. Si R bien-ordena A y f es 
una función creciente sobre (A,R) , enton- 
ces {A.R} es semejante, bajo f, a (RR). 


Demostración. Necesifamos verificar (a) — 
(c) de la definición | de $ 5.1; (b) se sigue de 
una vez de la definición de funciones cre- 
cientes. Para establecer (a), esto es, que f es 
1-1, considérense dos elementos diferentes x, 
y € A. Puesto que x Æ y, debemos tener xRy 
o yRx. Para precisar, supongamos que xRy. 
Pero entonces, f(x)R f(y) y ya que R es anti- 
reflexiva, f(x) # f(y). En relación con (c) 
ya tenemos que, si xRy, entonces (ORO). 
Necesitamos la recíproca. Supongamos f(x) 
Rf(»). Entonces, x Æ y en virtud de la anti- 
reflexividad de R. Si y R x, entonces f(y)R 
f(x), pero esto es imposible, ya que R es asi- 
métrica. Por tanto, ya que R es conexa, xRp. 
Q.E.D. 
Dejamos como ejercicio la demostración 
de lo que es esencialmente el recíproco. 
Teorema 74. Si R bien-ordena A, B es 
un subconjunto de A y (A,R) es semejan- 
te bajo fa (B,R) , entonces f es una fun - 
ción creciente sobre (A,R). 
Podemos usar los teoremas 72 y 74 para 
demostrar: 
Teorema 75. Si R bien-ordena A y {A,R} 
es semejante a sí mismo bajo f, entonces 
fes la función idéntica 9 A. 
Demostración. Necesitamos demostrar que, 
para todo x en A, 
S(x) = x. 
Sobre la base de los teoremas 72 y 74 no 
existe elemento x en A tal que 
0) FÜR«. 
Supongamos ahora que hay un elemento x 
en A tal que 


(2) xRf(x). 
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En vista de la hipötesis del teorema, la fun- 
ción inversa f’ es tal que (4,R) es semejan- 
te a sí mismo bajo f>. Asi, en vista del teo- 
rema 74, 


ORT, 

esto es, 

6) FUODRx, 
pero (3) es imposible de acuerdo con el teo- 
rema 72, Asi que nuestra suposición es falsa 
y no valen ni (1) ni (2), para ningún x de A. 
Puesto que R es conexa en 4, debe seguirse 
que f(x) = x. Q.E.D. 

Se sigue, a partir del teorema que se acaba 
de demostrar, que 


Teorema 76. Si R bien-ordena A y S 
bien-ordena B, entonces existe a lo más 
una función f tal que (A,R) es semejante, 
bajo fa (B,S). 
En otras palabras, dos conjuntos bien orde- 
nados pueden ser semejantes a lo mäs en un 
respecto. 
La aplicación relativa al teorema prece- 
dente da: > 


Teorema 77. Ningún conjunto bien orde- 
nado es semejante a uno de sus segmen- 
tos; esto es, si R bien-ordena A, entonces, 
para cualquier x en A, (A,R) no es se- 
mejante a (S8(A,R,x),R) . 


Tenemos también: 


Teorema 78. Si R bien-ordena A, enton- 
ces el conjunto de todos los R-segmentos 
de A, ordenados por inclusión propia, es 
semejante a (A, RR). 
(La inclusión propia restringida a subconjun- 
tos de A se hace fácilmente una relación de 
la teoría de conjuntos, digamos C | A, corres- 
pondiente a 9A, 6A, <|A.) 


Teorema 79, Si 
i) R bien-ordena A, 
Gi) S bien-ordena B, 
(iii) para cada x en A existe un y en 
B tal que (8(A,R,x),R) es seme- 
jante a (8(B,S,y),S) , 
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(iv) para cada y en B existe un x en A 
tal que (8(B,S,y),8) es semejante 
a (S(A,R,z),R), 

entonces, A = (A, R) es semejante a 

B = (B,S). 

Demostración. Sobre la base del teorema 
77, es claro que (iii) y (iv) implican que exis- 
te una función 1-1 f de A sobre B tal que {8 
(4,R,2),R) es semejante a (S(B,S,f (x) ),S ). 
Queremos mostrar que (A, R) es semejante, 
bajo fa (B,S). Sea x,,x, CA, con x,Rx,. 
Entonces, 


a) 8(A,R,2,) C S(A,R,2,), 
por tanto, por la hipötesis y el teorema 77, 


(2) 8(B,S,f(@,)) C S(B,S,fe)) 
asi que, a partir de la definiciön de segmen- 
tos, 


3) FOIS f(x). 
Además, (3) implica (2), el cuál implica (1). 
Así, para x,,x, EA, x,Rx, si y solamente si 
FOIS f(x), lo que establece el teorema. 

‘ Q.E.D. 

Ahora estamos en posición de demostrar 
el teorema fundamental para conjuntos bien 
ordenados, a saber, que dos conjuntos bien 
ordenados son semejantes, 0 uno es semejan- 
te a un segmento del otro. (Debe notarse que 
este teorema es el análogo, para conjuntos 
bien ordenados, de la ley de tricotomia para 
conjuntos no ordenados.) La demostración 
de este teorema fundamental no depende del 
esquema axiomático de sustitución. 


Teorema 80. Supongamos que R bien-or- 
dena A y S bien-ordena B. Entonces vale 
una sola de las siguientes situaciones 

(i) (4, R) es semejante a (B, S), 
(ii) existe un x en A tal que (S(A,R,x), 
R) es semejante a (B, S),o 
existe un y en B tal que (A, R) es 
semejante a ($(B.S,y), S). 


Gi) 


Demostracién. Supongamos que (A, R) no 
es semejante a ( B, S ) . Entonces, sobre la ba- 
se del teorema 79, existe un segmento s(4,R,x) 
con x en A, que no es semejante a segmento 


CAP. 7 


alguno 8(B,S,y) para y en B, o bien, existe un 
segmento 8(B,S,y) no semejante a segmento 
alguno S(4,R,x). Queremos demostrar que la 
primera alternativa implica Gi); la demostra- 
ción que la segunda implica (iii) es idéntica. 


Sea s(A,R,x,) el segmento más pequeño no 
semejante a segmento alguno S(B,S,y) para 
algún y en B. (La buena ordenación de los 
segmentos de (A, R) o (B, S) se sigue del 
teorema 78; en relación con esto véase tam- 
bién el ejercicio 6 al final de esta sección.) 
Queremos demostrar que todo segmento 
s(B,S,y) es semejante a algún segmento s(4, 
R,x). Supongamos, por vía de contradicción, 
que hubiera un segmento 8(B,S,y) no seme- 
jante a algún segmento S(A,R,x). Sea 8 (B,S, 
Yo) el más pequeño de tales segmentos. En- 
tonces, cada segmento $ (B, S,y) del conjunto 
S(B,S, y,) es semejante a un segmento $ (4, 
R,x), y en cada caso, 

(1) S(4,R,x)C S(A,R,Xo), 
pues,de otra manera, $(4,R,x,) seria seme- 
jante a algún segmento s(B,S,y), contrario a 
nuestra hipótesis acerca de él. Por un argu- 
mento correspondiente, todo segmento 8 (4, 
R,x) del conjunto 8(A,R,x,) es semejante a 
algún segmento del conjunto s(B,S,y»): por 
tanto, podemos usar el teorema 79 para de- 
mostrar que s(4,R,x,) es semejante a S(B,S, 
Yo). Pero esta semejanza contradice la defini- 
ción de S(A,R,x,), y concluimos que nuestra 
suposición de que existe un segmento tal co- 
mo 8(B,S,y,) es falsa. En consecuencia con- 
cluimos que todo segmento s(B,S,y) es seme- 
jante a algún segmento S(A,R,x) y por el 
argumento que establece (1), S(4, R,x) debe 
ser un segmento de S(4,R,x,). Ya ques (4,R, 
Xe) es el más pequeño segmento de A no se- 
mejante a algún segmento de B, concluimos, 
en virtud del teorema 79, de nuevo, que (S(A, 
R,x,), R} es semejante a (B,S), lo que esta- 
blece (ii), previsto que se cumpla la primera 
de las dos alternativas formuladas al comien- 
zo de la demostración. Q.E.D. 

Ahora demostramos un teorema de repre- 
sentación para conjuntos bien ordenados en 
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términos de nümeros ordinales. La demos- 
traciön usa el esquema axiomätico de susti- 
tución. 


Teorema 81. Si R bien-ordena A, entonces 
existe un único ordinal « tal que (A, R} 
es semejante a (a, &a). 


Demostración. La idea de la demostración 
se opone a la discusión informal de $ 5.1 di- 
rigida a justificar intuitivamente la construc- 
ción de los ordinales debida a von Neumann. 
Usamos la sexta formulación de la recurren- 
cia transfinita (teorema 71) para definir sobre 
A una función f tal que, para x en Á, 

(1) f(x) = RES (4,R,x)). 
Debemos demostrar que fes l-1. Suponga- 
mos que no. Entonces, sea y el menor ele- 
mento bajo la ordenación R de A tal que, 
para algún x, xRy y f(x) = f(y). Se sigue, 
de una vez, a partir de (1) que, entonces, 

(2) FO = S) 
donde x’ es el sucesor inmediato de x bajo la 
ordenaciön R; pero es claro también, a par- 
tir de (1), que 


(3) FOO = F(X) U FR: 
Sin embargo, (2) y (3) son conjuntamente ab- 
surdas, de donde concluimos: 


(4) fes ll. 
En segundo lugar, no es dificil demostrar que 
f(x) es un ordinal, a saber, que es completo 


y conexo por la relaciön de pertenencia. Sea 
Bun elemento de f(x), o sea, 


BER S|S(A.R)), 
por tanto, debe haber un y en 8(4, R, x}, 0 
sea, yRx, tal que f(y) = B; pero, claramen- 
te, si yRx, entonces S(4, Ry) C S(A,R,x), asi 


que 
B = aifls(A,R,y)) E AGIS(A,R,2)), 


lo que muestra que B es un subconjunto de 
f(x) y, por tanto, que f(x) es completo. Para 
mostrar que f(x) es conexo por la relaciön 
de pertenencia, sea A,B € f(x). Entonces 
existen elementos a y ben S(A,R,x) tales que 
fía) = A y f(b) = B. Supongamos A # B. 
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Entonces, 7 Æ b y por la conectividad de R 
en A, aRb o bRa. Si aRb, entonces, en virtud 
de (1) y del carácter 1-1 de f, f(a) € f(b). Si 
bRa, entonces f(b)€ f(a), de donde f(x) es 
conexo por la relación de pertenencia. Ade- 
más, el argumento que se acaba de dar mues- 
tra que, si xRy, entonces, f(x), Ef (y). Por 
otra parte, si f(x)Ef (1), entonces xRy. Pues 
supongamos que no. Entonces, x=y O y Rx, 
a partir de la conectividad de R. Si lo prime- 
ro, entonces f(x)= /(y);silo último, f(y) 
€ f(x); cualquiera de las dos conclusiones es 
absurda bajo la hipótesis de que f(x) ESQ). 
Asi hemos establecido para cualesquiera x,y 
en A 


(5) xRy si y solamente si f(x) € fQ). 

Finalmente, queremos demostrar que el re- 
corrido de la función f, Q(/), es un ordinal. 
Ya que cada elemento de R(/) es un ordinal, 
RUN es conexo por la relación de pertenen- 
cia. Sea a un elemento de R(f). Demostra- 
mos por inducción transfinita que a es un 
subconjunto de A(f). Se sigue, de una vez, a 
partir de (1), que 0 € Rf). En segundo lugar, 
si B<a y B E RES), entonces existe un x 
en A tal que f(x) =8, y f(x) = B! sobre 
la base de (3), de donde, B' € A(f). Final- 
mente, si £ es un ordinal limite, B =a y, 
para todo y < f, y ER(f), entonces 

US(A RUN) 
+<8 

es un R-segmento de 4; en consecuencia, 
existe un y en A tal que ß = f(y), de donde, 
B ERY). Hemos establecido que 


(6) RUN es un ordinal. 


Nuestro teorema se sigue, de una vez, a par- 
tir de (4), (5) y (6) pues la unicidad del or- 
dinal Gif) es obvia. Q.E.D. 

Nótese que el teorema fundamental para 
conjuntos bien ordenados (teorema 80) se 
sigue más bien directamente de este teorema 
de representación. 

Concluimos esta sección con unos pocos 
teoremas sobre cardinales y alefs. A partir 
del teorema de representación que se acaba 
de demostrar se sigue fácilmente que 
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Teorema 82. Si R bien-ordena A, enton- 
ces existe un único número cardinal « tal 
que a = A. 


Este teorema justifica la definición del nů- 
mero cardinal de un conjunto bien ordenado. 


Definición 14. Si R bien-ordena A, en- 
tonces A = x si y solamente si x es un 
numero cardinal y x = A. 


Algunos teoremas obvios son: 


Teorema 83. Si R bien-ordena A y S bien- 
ordena B, entonces A = B si y solamen- 
tesi A = B. 


Teorema 84. & < a. 


Finalmente, podemos combinar los resul- 
tados de los teoremas 68, 81 y 82 para dar el 
resultado clásico: 


Teorema 85. El número cardinal de un 
conjunto infinito bien ordenado es un alef. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar el teorema, 69. 

2. Formular y demostrar un análogo del teorema 4, 
para conjuntos bien ordenados. 

3. Demostrar el teorema 70. 

4, Demostrar el teorema 71. 

5. Demostrar el teorema 74, 

6. Supóngase que R bien-ordena A y sea (4, R) se- 
mejante a (8, S}. Demostrar que S bien-ordena B. 

7. Sea R una ordenación estricta simple de A y sea f 
una función creciente sobre (A, R}. 

(i) ¿Es f una función 1-1? 
Gi) Si lo es, ¿es la inversa de funa función crecien- 
te? 

8. Demostrar el teorema 76. 

9. Sean R y S ordenaciones estrictas simples de A y 
sea funa función creciente tanto sobre (A, R)como so- 
bre (A, $). ¿Cómo están relacionadas R y $? 

10. Demostrar el teorema 77. 

11. Los teoremas 72 a 77 tienen la hipótesis de que R 
bien-ordena A. ¿En cuáles de estos teoremas puede debili- 
tarse esta hipótesis en el siguiente sentido: es R una or- 
denación estricta simple de 47 

12. Demostrar que, si R bien-ordena A y x,y € A, en- 
tonces 

0) SARE SA, RY) 0 SIA RY) S S (4R x), 
(ii) x Ry si y solamente si $ (4, R, x) C 8 (AR y), 
(iii) si x 54 y, entonces $(A,R,x) no es semejante a 
S(4, Ry). 
13 Demostrar el teorema 78. 
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14. Demostrar que, si R bien-ordena 4, S bien-ordena 
By (A, R} es semejante a (B, S), entonces, para cada 
x en A, existe un y en B tal que 
jantea( (B,S,y),5) . 

15. Dar un contra-ejemplo para mostrar que el teorema 
79 no es válido si la hipótesis de buena ordenación se de- 
bilita a ordenación estricta simple. 

16. Supóngase que R bien-ordena 4 y sea B un subcon- 
junto de A. Demostrar que (8, R) es semejante a (a, R) 
o a (S(4,R,x),R) para algún x en A. 

17. Dada la definición 

M(a) ={x: x es un cardinal transfinito & x Ca}, 


es seme- 


demostrar que para todo f existe un único cardinal trans- 
finito a tal que (8, E8) es semejante a (M(a), 6a). (Este 
resultado justifica una definición alterna de los alefs.) 


$ 7.5 Resumen revisado de axiomas. En vis- 
ta del hecho que dos de nuestros axiomas 
iniciales pueden deducirse del esquema axio- 
mático de sustitución y del axioma del con- 
junto potencia, éste parece un punto apro- 
piado con respecto al cual debe revisarse el 
resumen de $ 2.10. Demostramos primero: 


Meta-teorema 1. El esquema axiomático 
de separación es deducible del esquema 
axiomático de sustitución. 


Demostración. En el esquema axiomático 
de sustitución tomamos p(x,») como x = y & 
¥(y), lo cual es claramente funcional en x. 
Tenemos entonces: 


(SB)y)(y E B > (Arle cA & x = y UY), 


a partir de lo cual se sigue el esquema axio- 
mático de separación, por lógica cuantifica- 
cional elemental y por la lógica de la identi- 
dad. Q.E.D. 

Dado el esquema axiomático de separa- 
ción, podría parecer que la teoria de conjun- 
tos de Zermelo podria extenderse a la teoría 
de conjuntos de Zermelo-Fraenkel, por la 
adición de un número finito de axiomas (no 
esquemas axiomaticos); pero Montague[1956] 
ha demostrado que tal extensión finita no es 
equivalente a la agregación del esquema axio- 
mático de sustitución. 

El siguiente resultado se ha mencionado 
antes; se refiere al que aparece en la obra de 
Zermelo [1930], 
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Meta-teorema 2. El axioma de aparea- 
miento es deducible del axioma del con- 
junto potencia y del esquema axiomático 
de sustitución. 


Demostración. En el esquema axiomático 
de sustitución seleccionamos como conjunto 
A, el conjunto potencia 


(1) eeo) = {0, {0}}. 


Sean x, y dos objetos cuyo conjunto pareja 
queremos formar. Como q(u,v) en el esque- 
ma axiomätico de sustitución (hemos cam- 
biado las variables en ọ para evitar confu- 
sión) tomamos: 

Q)(u=0k£v= x) V (u =10)8 y = y). 
Claramente, (2) es funcional en u, esto es, 
para cada u en G0(0) existe exactamente un 
v tal que q(u,v). Aplicando, como se indicó, 
el esquema axiomático de sustitución a (1) y 
(2), obtenemos precisamente que existe un 
conjunto B que tiene como elementos a x y 
a y, esto es, a partir de (3B)(Wa) (w € Be 
(Gulu € PPO) & [u =0% v = x) V(u = 
{0} & v = y)])) inferimos el axioma de apa- 
reamiento: 

(3A)(V z) zE A œz=rVz= y4). QED. 

Con esas dos deducciones a mano, el siste- 
ma de teoria de conjuntos desarrollado en 
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estos primeros siete capítulos depende sola- 
mente de siete axiomas. Además, puesto que 
el axioma para cardinales no es un axioma 
usual de la teoría de conjuntos de Zermelo, 
todo uso de ese axioma se indica con el sim- 
bolo f. Los siete axiomas, en orden cronoló- 
gico de introducción, son 
Axioma de extensionalidad: 
(Valz CA eze B) A=B. 
Axioma de suma: 
GO WD € Co (IBN € B & B € A)). 
Axioma de conjunto potencia: 
ABKIVOLCEB-CCA) 
Axioma de regularidad: 
A = 0> (Ariz € A & (Yyy Ez y 2 Al. 
Axioma para cardinales: 
K(A) = K(B) OA = B. 
Axioma de infinitud: 
(34) (0 € A & (Y B)(B € A => BU |B} € A)). 
Esquema axiomático de sustitución: Si 
(VI) (Vy (VALE Ad ofz,y)& (2,2) y = 2), 
entonces (AB) (Wy) (y EB > (Ir) (CARS 
o(z,y))). 


Capitulo 8 


El axioma de escogencia 


§ 8.1 Algunas aplicaciones del axioma de 
escogencia. En los capitulos 4, 5 y 7 se han 
mencionado varios resultados que requieren 
el axioma de escogencia para su demostra- 
ción. La formulación del axioma que usare- 
mos es: 


Para cualquier conjunto A, existe una 
función f tal que, para todo subconjunto 
no vacío Bde A, f (B) € B. 


Para referencia futura designamos esta for- 
mulación con AC,. La función f se llama fre- 
cuentemente una fiinción de escogencia o 
una función de selección para el conjunto 
dado A. La función incluye en su dominio a 
todo subconjunto no vacío de A y selecciona 
exactamente un elemento de cada subcon- 
junto. Para familiarizarnos con esta función 
de escogencia podemos considerar un ejem- 
plo finito sencillo, para el cual el axioma no 
se necesita. Sea 


A = (1,2) 
B, = {1} 
B, = {2}. 


Entonces existen dos funciones de escogen- 
cia distintas f, y f, cuyos dominios son los 
subconjuntos no vacíos de A: 

FB) SB) =1 

SB) = fB) = 2 

f(A) =1 

JA) = 2. 
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Esta nociön de una funciön de escogencia se 
formaliza facilmente. 


Definición 1. fes una función de esco- 
gencia para A si y solamente si f es una 
función cuyo dominio es la familia de sub- 
conjuntos no vacios de A y, para cada BS 
Acon BAO, f(DEB. 
El axioma de escogencia puede ser formula- 
do usando esta definición. Todo conjunto tie- 
ne una función de escogencia, si bien en la 
formulación dada atrás no se requeria que 
el dominio de f se restringiera a subconjun- 
tos no vacios de A. Sin embargo, esta es una 
diferencia trivial. - 

Todo teorema o definición que depende 
del axioma de escogencia se indicará con ‘+’, 
Sin el axioma podemos demostrar los dos 
teoremas siguientes acerca de las funciones 
de escogencia. Dejamos las demostraciones, 
que no son difíciles, como ejercicios. 


Teorema 1. Si R bien-ordena A, enton- 
ces A tiene una función de escogencia. 


Teorema 2. Todo conjunto finito tiene 

una función de escogencia. 
Históricamente el axioma de escogencia 
fue introducido primero por Zermelo [1904] 
para demostrar que todo conjunto puede ser 
bien ordenado. Hasta las dos o tres últimas 
décadas, probablemente la principal aplica- 
ción del axioma en matemática general se 
hizo a través del teorema de buena ordena- 
ción y la aplicación de la inducción transfi- 
nita a la buena ordenación garantizada por 
el teorema. Sin embargo, la tendencia recien- 
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te entre los matemäticos ha sido evitar la in- 
ducción transfinita y usar algún principio 
maximal. (Las formulaciones precisas se dan 
en la sección siguiente.) 

En los capítulos precedentes se han men- 
cionado aplicaciones específicas del axioma 
de escogencia. En $4.1 se mencionó que el 
axioma se necesitaba para demostrar la ley 
de tricotomía para la potencia de conjuntos, 
esto es, A< B, B< A 0 A=B, para dos con- 
juntos cualesquiera A y B. En $ 4.2 se afir- 
mó que toda demostración conocida de que 
el infinito ordinario implica el infinito de 
Dedekind, requiere el axioma. En $ 4.3 fue 
mencionada la necesidad de usar el axioma 
para demostrar la ley de tricotomía para nú- 
meros cardinales, construidos por el uso del 
axioma especial para cllos. Obviamente la 
tricotomia para potencia de conjuntos im- 
plica este resultado inmediatamente. En $5.3 
notamos que el axioma se necesita para de- 
mostrar que todo conjunto infinito tiene un 
subconjunto enumerable, Este es el hecho 
crucial que se requiere para demostrar que 
el infinito ordinario implica el infinito de De- 
dekind. Finalmente, se afirmó en $ 7.3 que 
la demostración de que todo conjunto tiene 
un número cardinal requiere el axioma, cuan- 
do los números cardinales se definen como 
ordinales iniciales. 

Nos referimos ahora a las demostraciones 
de esos hechos, las cuales no se darán aquí, 
necesariamente, en el orden en que fueron 
formuladas en el texto. 

Comenzamos con 


*+Teorema 3.* Si un conjunto es infinito, 
entonces tiene un subconjunto enumerable. 


Demostración. Sea A un conjunto infinito 
y sea funa función de escogencia para A, 
como se postuló por el axioma de escogen- 


* Hacemos notar de nuevo que distinguimos con una 
estrella todos los teoremas y definiciones que dependen 
del axioma de escogencia. 
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cia. Ahora usamos el teorema 27 de $ 5.2 
para definir una función única g sobre w: 


g0) = f(A) 
gon") = f(A ~i g(k) k S ny. 
(Asi, por ejemplo, 


g(t) = f(A ~ £9(0)}) = f(A ~ AH) 
La idea intuitiva es la de que g asigna 0 al 
elemento x, seleccionado de A, luego | al 
elemento x, seleccionado de A —(xp), luego 
2 al elemento x, seleccionado de A ~{x,,x1}, 
etc. Puesto que siempre /(B) € B, vemos que 
ges l-l. Ahora supongamos que existe un n 
tal que 
A ~{g(k) k <n} = 0; 

entonces g establece que 

A=n, 


contrario a la hipótesis de que A es infinito. 
Entonces, para todo n, 

A —(g(k): k < nm 340, . 
de donde concluimos que el recorrido de 
g es equipotente con w, pero el recorrido de g 
es un subconjunto de A, lo que significa que 
elteorema ha sido demostrado. Q.E.D. 


A partir del teorema que se acaba de de- 
mostrar y de los teoremas 46 y 47 de § 5.3, 
concluimos: 


*Teorema 4. Un conjunto es infinito se- 
gún Dedekind si y solamente si es infinito. 


Para propósitos subsiguientes, demostra- 
mos ahora lo que Bernays ((1942], p. 141) 
llama apropiadamente un teorema de nume- 
ración: Todo conjunto puede ponerse en co- 
rrespondencia 1-1 con algún ordinal. 


* Teorema 5. [Teorema de numeración]. 
Para cualquier conjunto A existe un or- 
dinal a tal que a= A. 


Demostración. En virtud del axioma de 
escogencia, existe una función F tal que, 
para todo subconjunto no vacío B de A, 


F(B) €B. 
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Usamos F para definir el siguiente predicado 
vy: p(B,ß) si y solamente si 

O) BCA, 
existe una ftal que 

(2) fes una función sobre £, 


6) &f= B, 
4 (Wid < Bof) = KA ~A 
(fly). 


Obviamente, f si existe, es Única y es 1-1, de 
donde, si p(B, B) y y(B, B), entonces 8 = £, 
y podemos aplicar el esquema axiomático de 
sustitución para formar el conjunto C tal que 


B € C e (3B)(B € CA & (BA). 


El resto de la demostración sigue los linea- 
mientos familiares de § 7.1 sobre inducción 
transfinita, considerando U C. Los detalles se 
dejan como ejercicio. Q.E.D. 

Usando el teorema de numeración se pue- 
den demostrar fácilmente los dos teoremas 
siguientes. 


+Teorema 6. Todo conjunto puede ser 
bien ordenado; esto es, para todo conjunto 
A existe una relación R tal que R bien- 
ordena A. 


«Teorema 7. [Tricotomia]. Para dos 
conjuntos cualesquiera A y B, A<B, B< 
AoA=B. 

Como otra consecuencia fäcil del teorema 
de numeraciön, tenemos: 


«Teorema 8. Para cualquier conjunto A 
existe un único número cardinal a tal que 
a=A. 
Y este teorema justifica la introducciön de la 
notaciön de doble barra debida a Cantor 
para el ntimero cardinal de un conjunto. 


«Definición 2, 4 = x si y solamente si 
x es un número cardinal y x = A. 
Un teorema obvio es: 
«Teorema 9. A = B si y solamente si 
A=B. 
Sobre la base del teorema 9, podemos consi- 
derar el axioma especial para cardinales co- 
mo redundante, una vez adoptado el axioma 
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de escogencia. Es decir, este axioma especial 
es deducible de nuestros otros axiomas junto 
con el axioma de escogencia. 


EJERCICIOS 


1. ¿Cuántas funciones distintas de escogencia hay 
(a) para un conjunto de tres elementos? 
(b) para un conjunto de n elementos? 
2. ¿Cuál es la función de escogencia obvia para el 
conjunto de los enteros negativos? 
Demostrar el teorema 1. 
Demostrar el teorema 2. 
Completar la demostración del teorema 5. 
Demostrar el teorema 6. 
Demostrar el teorema 7. 
Usar el axioma de escogencia para demostrar que, 
si A es una familia enumerable de conjuntos finitos, dis- 
juntos dos a dos, entonces UA es enumerable. 
9. Demostrar el teorema 8. 
10. Demostrar el teorema 9. 
11. Demostrar que,si f es una función entonces St. RI< DF. 
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$ 8.2 Equivalentes del axioma de escogencia. 
En su documento clásico de 1904 Zermelo 
se propuso demostrar que el axioma de esco- 
gencia implica que todo conjunto puede ser 
bien ordenado. En ese documento él usó la 
siguiente formulación: 

AC): Si A es un conjunto de conjuntos 
no vacios y disjuntos dos a dos, entonces 
existe un conjunto C cuya intersección 
con cualquier elemento B de A tiene exac- 
tamente un elemento, esto es, CNB es un 
conjunto unitario. 

Nuestro objetivo en esta sección es formu- 
lar cierto número de principios equivalentes 
a AC,; muchas de las demostraciones se de- 
jarán como ejercicios. Comenzamos con: 


Teorema 10. AC, es equivalente a AC,. 


Otra formulación común es: 
AC,: Dada cualquier relación R, existe 
una función f SR tal que 


dominio de R = dominio de f. 


Teorema 11. AC, es equivalente a AC,. 


Nuestro programa es ahora establecer las 
siguientes equivalencias: 
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Axioma de escogencia <> teorema de 
numeración 
© teorema de buena 
ordenación 
© lema de Zorn 
© ley de tricotomia. 


Como era de esperarse, ninguno de los teore- 

mas que establecen esas equivalencias de- 

pende del axioma de escogencia y en conse- 

cuencia, ninguno lleva estrella. En la secciön 

anterior (teorema 5) hemos demostrado: 
Axioma de escogencia — 
teorema de numeración. 


Más adelante el enfoque obvio para demos- 
trar los teoremas 6 y 7 da: 


Teorema 12. El teorema de numeración 
implica el teorema de buena ordenación 
y la ley de tricotomia. 

Nuestro paso siguiente es demostrar que el 
teorema de buena ordenación implica el lema 
de Zorn. Se necesitan algunas definiciones 
preliminares: 


Definición 3. 

O) A es una cadena si y solamente si 
A es un conjunto de conjuntos y, 
para dos conjuntos cualesquiera B y 
CenA, BEC o CCB, 


(ii) A es una cadena en B si y sola - 
mente si A es una cadena y AG B, 
(iii) A es una cadena maximal en B si 


y solamente si A es una cadena en 
B y no existe cadena C en B tal que 
ACC. 
La idea intuitiva es la de que una cadena es 
un conjunto simplemente ordenado por la in- 
clusión.* Como cadenas maximales considé- 
rese el conjunto @w de subconjuntos de en- 
teros. 


* Lo que aquí se llama una cadena se llama nido en 
Kelley [1955]. 
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Entonces, la fanlilia de conjuntos 
0 


{1} 
(1, 2} 


es un ejemplo de una cadena maximal en Pe. 

Necesitamos también recalcar (definición 
4 del capitulo 4) la noción de un elemento 
máximo de un conjunto A. Por ejemplo, si 

A= (1), {1,2}, (33), 
entonces {1,2} y (3) son elementos máximos 
de A. Si consideramos 
A= OB, 

entonces B es el único elemento máximo de 
A. Si tomamos 


A = (Pw) ~ {a}, 
entonces A tiene una infinidad de elementos 
máximos, a saber los conjuntos 
wo — (1) 
w ~ {2} 


La definición de elemento máximo es tal que 
requiere que el elemento sea un conjunto. 
Ahora formulamos 


Lema de Zorn Z,: Si A Æ 0 y si la su- 
ma de cada cadena no vacia que sea un 
subconjunto de A está en A, entonces A 
tiene un elemento máximo. 

Formulado simbólicamente, Z, es: 


AOS (WB\(BCA & Bes una cadena 
no vacía > UB € A) — A tiene un elemento 
maximo. 

Este principio maximal se bautiza después 
de Zorn [1935], pero la historia de él y de al- 
gunos principios maximales que le estan li- 
gados, es muy confusa. Ciertamente Zorn 
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fue precedido esencialmente por F. Haus- 
dorff, C. Kuratowski y R. L. Moore, por lo 
menos. Más adelante se dan algunas varian- 
tes en la formulación del lema de Zorn, par- 
ticularmente el principio maximal de Haus- 
dorff, el cual data de 1914. 

Para continuar nuestras implicaciones que- 
remos demostrar: 


Teorema 13. El teorema de buena orde- 
nación implica el lema de Zorn Z,. 


Demostración. La idea intuitiva de la de- 
mostración consiste en usar la buena ordena- 
ción R postulada para construir, para cual- 
quier familia no vacía A de conjuntos, una 
cadena maximal: el R- primer elemento de 4 
está en la cadena y del mismo modo cual- 
quier elemento subsiguiente que incluya o 
esté incluido en todo elemento R-precedente 
de la cadena. La suma de esta cadena maxi- 
mal es un elemento máximo, como se re- 
queria. 

Sea A un conjunto que satisface las hipó- 
tesis de Z,, y sea R una buena ordenación de 
A como se postuló. Podemos también hacer 
la hipótesis simplificante, no esencial, de que 
A tenga como elementos solamente con- 
juntos. 

El primer paso para “construir” una cade- 
na maximal es definir un término 7 que pue- 
de usarse para definir una función, por recu- 
rrencia transfinita, que recoja los elementos 
de esta cadena maximal. 

Definimos: 


l, si para todo Ben DÁ tal que 
4(B) = 1, tenemos 
B<DODEB, 
donde D es el R-primer elemen- 


to de A ~ Dh; 
0, en cualquier otro caso. 


Th) = 


El segundo paso es aplicar recurrencia 
transfinita a 7 y a R. Sobre la base de la sex- 
ta formulación de la recurrencia transfinita 
(teorema 71 de $ 7.4) sabemos que existe 
una función única f tal que 


cap, 8 


G) fes una función sobre A, 
(i) para todo conjunto BEA, 
SB = 1f] S(A,R,B). 
El tercer paso es definir la cadena apro- 
piada. Sea 
C=(B: BEA & f(B) = 1}. 
Para verificar que C es una cadena necesita- 
mos demostrar que, para dos elementos 
cualesquiera B, y B, de C, 
B, CB, o B, CB. 
Para precisar supongamos que B, R-precede 
a B, en la buena ordenación de A. Puesto 
que B € C, 


0) fB)=1, 
también por la hipótesis 
fB) =l, 


pero, entonces, 
(f| S (A, R, B.) = 1, 
y B, es el R-primer elemento de 
A ~D (f| 8 (4R, B:))} 
por tanto, ya que B, € 8 (4. R.B.) por la de- 
finición de 7 y (1), 
B, CB, 0 B, GB, 

El cuarto paso es mostrar que U C es un 
elemento mäximo de A. Por la hipótesis del 
lema de Zorn, UC € A ya que C es una ca- 
dena que es un subconjunto de A. Suponga- 
mos que UC no es un elemento maximo y 
sea 

G=(D: DEA&UCCTD). 
Sea Dx el R-primer elemento de G. Ahora, 
para cualquier BEC, 
BG UC, 


de donde BCD», 


pero entonces, rf | S(A,R,D*)) = 1; 


esto 65, De) =1 


7 Dre, 


secc. 8.2 


lo que es absurdo. Así que nuestra suposi- 
ción es falsa y UC es un elemento máximo 
como se requería. Q. E. D. 

Ahora completamos un ciclo de implica- 
ciones demostrando: 


Teorema 14. El lema de Zorn Z, implica 
el axioma de escogencia AC,. 


Demostración. Puesto que el tipo de razo- 
namiento que se usa en esta demostración es 
bastante parecido al anterior se omiten algu- 
nos detalles. 

Sea 4 cualquier conjunto no vacio y sea 

G = { g: ( 3 BX g es una función sobre 

BEBE CA -10)& para todo con- 

junto no vacío A, en B, g(A,) € A). 
G es, desde luego, la clase de funciones de 
escogencia definidas sobre algún conjunto 
de subconjuntos no vacíos de A. Usamos el 
lema de Zorn para mostrar que G debe te- 
ner, como elemento, por lo menos una fun- 
ción definida para todos los subconjuntos no 
vacios de A. 

Sea C una cadena que es un subconjunto 
de G. Entonces claramente UC €G, de don- 
de el lema de Zorn es aplicable a G. Sea f 
un elemento máximo de G. Afirmo que 


Dominio de f = CA ~ {0}. 


Supongamos que no. Entonces existe un sub- 
conjunto no vacío B, de A tal que 


B, ¢ of 
Sea z, algün elemento de B,; definamos 

A =fUK Biz). 
Obviamente, 


sh 


AEG, 


de donde f no es un elemento máximo de G 
lo que es absurdo. Nuestra suposición es fal- 
sa y fes una función de escogencia para A. 


Q.E.D. 
Hemos establecido las equivalencias: 
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Axioma de escogencia 


AC, teorema de numeración 
<> teorema de buena ordenación 
<> lema de Zorn Z,. 


Enseguida queremos demostrar que la ley de 
tricotomia implica uno de los cuatro enun- 
ciados que acabamos de enumerar. (El teore- 
ma 12 junto con las equivalencias anteriores 
establece que una de las cuatro implica la ley 
de tricotomia.) Para este fin demostramos, 
usando algunos resultados de § 7.3, 


Teorema 15. La ley de tricotomia implica 
el teorema de numeraciön. 


Demostración. Sea A cualquier conjunto. 
Queremos demostrar que A tiene la misma 
potencia que algún ordinal, usando la ley de 
tricotomía. Usando la función de Hartog 3 
introducida en $ 7.3, tenemos, en virtud del 
teorema 57 de $ 7.3, 


no (A) < A, 
asi que por la ley de tricotomia, 
(1) A < (A). 


A partir de (1) se sigue inmediatamente que 
existe un subconjunto L de 3C(A) tal que 
(2) A =L. 
Además, ya que 3¢(A) es un ordinal (teore- 
ma 56 de $ 7.3), Les bien ordenado y en- 
tonces, por el teorema de representación pa- 
ra conjuntos bien ordenados (teorema 81 de 
$ 7.4), existe un ordinal a tal que 
(3) Lea. 
A partir de (2), (3) y la transitividad de la 
equipotencia se sigue la conclusión deseada. 
Q.E.D. 
Podemos usar ahora la noción de cadena 
maximal para formular el principio maximal 
de Hausdorff [1914, pp. 140-41]. 
Principio maximal de Hausdorff: H,. Si 
A es una familia de conjuntos, entonces 
toda cadena en A es un subconjunto de 
alguna cadena maximal en A. 
Una formulaciön algo simple pero equiva- 
lente es: 
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H,: Toda familia de conjuntos tiene por 
lo menos una cadena maximal. 


Enunciamos sin demostraciön: 
Teorema 16. H, es equivalente a Z,. 
Teorema 17. H, es equivalente a H,. 


Fácilmente se dan formulaciones semejantes 
a Z,, H,, y H, para una relación arbitraria 
en lugar de la inclusión. 


Definición 4. 

G) y es una cota R-superior de A si y 
solamente si,para todo x en A, 
xRy; 

GD y es un elemento R-máximo de A 

si y solamente si;para todo x Æ y 
en A, no yRx. 

A es una R-cadena de B si y sola- 
mente si A CB y R ordena simple- 

mente a A. 


Gii) 


Usando estas nociones, formulamos: 


Lema de Zorn Z,: Si R ordena parcial- 
mente a A y toda' R-cadena de A tiene 
una cota R-superior en A, entonces A tie- 
ne un elemento R-máximo. 


Formulamos sin demostración: 


Teorema 18, Z, es equivalente a Z.. 


Se deja como ejercicio la consideración de 
los análogos para relaciones arbitrarias H, y 
m 
Finalmente formulamos un principio ma- 
ximal debido independientemente a Teich- 
miiller [1939] y a Tukey [1940]. 


Definición 5. A es un conjunto de carác- 
ter finito si y solamente si 


(D A es un conjunto no vacío de con- 
juntos, 

Gi) todo subconjunto finito de un ele- 
mento de A es también un elemen- 
to de A, 

si todo subconjunto finito de un 
conjunto es un elemento de A, en- 
tonces el conjunto es también un 
elemento de A. 


(iti) 
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La idea intuitiva que estä deträs de esta for- 
mulaciön es la de que una propiedad es de 
caracter finito si un conjunto tiene la propie- 
dad cuando y solamente cuando todos sus 
subconjuntos finitos tienen la propiedad. Un 
ejemplo simple de tal propiedad es el siguien- 
te. Supongamos que R ordena parcialmente 
a A. Entonces R ordena simplemente a A si 
y solamente si R ordena simplemente a todo 
subconjunto finito de A. (En efecto, es sufi- 
ciente considerar sólo los dos subconjuntos 
elementos de A.) 


Lema de Teichmiiller-Tukey: T. Cual- 
quier conjunto de carácter finito tiene un 
elemento máximo. 


Demostramos: 


Teorema 19. El lema T de Teichmiiller- 
Tukey es equivalente al lema de Zorn Z,. 


Demostración. La demostración se da 
solamente como un complemento. Primero 
demostramos que Z, implica T. Sea A un 
conjunto de carácter finito y sea C cualquier 
cadena que es un subconjunto de A, Para 
aplicar Z, necesitamos demostrar que UC 
€ A. Sea F un subconjunto finito de UC. 
Entonces F es un subconjunto de la unión 
de una colección finita D de elementos de 
C, pues cada elemento de F debe pertenecer 
a algún elemento de C y hay sólo un número 
finito de elementos en F. Ahora, puesto que 
D es finito y es un subconjunto de la cadena 
C, tiene un elemento mayor que todos, diga- 
mos E; F debe ser un subconjunto de E, 
pues de otro modo C no sería una cadena. E 
€ A, por tanto, ya que A es un conjunto de 
carácter finito, F € A; pero entonces también 
UC € A. La hipótesis de Z, se satisface así 
por A y, en virtud de Z,, A tiene un elemento 
máximo. 

Ahora demostramos que T implica Z,. Es 
más conveniente demostrar que T implica 
H., lo cual, en virtud de los teoremas 16 y 
17, es equivalente a Z,. Sea A una familia de 
conjuntos. Definimos: 


B=(C: CCA « C es una cadena}, 


secc, 8.3 


Como se ha observado anteriormente, es ob- 
vio que B es un conjunto de caräcter finito, 
o sea que B tiene un elemento maximo, diga- 
mos Cs, pero Cs es una cadena maximal en 
A, pues si no lo fuera, no seria un elemento 
máximo de B y esto demuestra H, Q.E.D. 

Los teoremas de esta sección y de la pre- 
cedente han establecido las siguientes equi- 
valencias: 


Axioma de escogencia AC, 
<= axioma de escogencia AC, 
+ axioma de escogencia AC, 
<> teorema de numeración 
<> teorema de buena ordenación 
<> lema de Zorn Z, 
<> ley de tricotomia 
<> principio maximal de Hausdorff H, 
<> principio maximal de Hausdorff H, 
<> lema de Zorn Z, 
< lema 7 de Teichmüller-Tukey. 


Un problema cläsico abierto de la teoria 
de conjuntos es la independencia del axioma 
de escogencia (o sus equivalentes) con res- 
pecto a los demás axiomas de la teoría de 
conjuntos de Zermelo. La posibilidad de que 
sea independiente es bastante grande. El ori- 
gen del interés filosófico en este problema es 
el carácter no constructivo del axioma de es- 
cogencia. La adopción o rechazo de este 
axioma ha provocado quizás más controver- 
sia entre los matemáticos de este siglo que 
cualquier otra cosa de los fundamentos de la 
matemática. Los matemáticos de inclinacio- 
nes constructivas objetan la postulación de 
la existencia de una función de escogencia, 
cuando no se da ninguna indicación sobre 
cómo se construye esta función. (Para una 
discusión interesante sobre este punto véanse 
Supplementary Notes to Borel [1950] y tam- 
bién Sierpinski [1928, capítulo 6].) 

La afirmación de que el uso del axioma de 
escogencia pueda llevar a una contradicción 
es definitivamente falsa en el siguiente senti- 
do. Ha sido demostrado por Gödel ([1938], 
[1940]) que el axioma de escogencia es rela- 
tivamente consistente, esto es, si los otros 
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axiomas de la teoría de conjuntos son con- 
sistentes, la adición de este axioma no lleva 
a contradicción. 

Por otra parte, la aplicación del axioma de 
escogencia puede llevar a algunos resultados 
paradójicos. Quizás el ejemplo más celebra- 
do es la paradoja de Banach-Tarski [1924] 
según la cual, usando este axioma, una esfe- 
ra de radio dado puede descomponerse en 
un número finito de partes las cuales se co- 
locan de nuevo de tal manera que se forman 
dos esferas con el mismo radio dado para 
la original. Más generalmente, Banach y 
Tarski demostraron que, en un espacio eu- 
clideo de dimensión tres o más, dos conjun- 
tos acotados arbitrarios con puntos interiores 
son equivalentes por descomposición finita, 
esto es, los dos conjuntos son susceptibles 
de descomposición en el mismo número fini- 
to de partes disjuntas con una corresponden- 
cia 1-1 de congruencia entre sus respectivas 
partes. 


EJERCICIOS 


Demostrar el teorema 10. 

Demostrar el teorema 11. 

Demostrar el teorema 12. 

Considérese el conjunto potencia Pw del conjunto 
de todos los enteros. Dar un ejemplo diferente, del que se 
da en el texto, de una cadena maximal en Pw. 

5. Demostrar cl teorema 16. 

6. Demostrar el teorema 17. 

7. Demostrar el teorema 18. 

3. Formular un principio maximal de Hausdorff que 
esté con respecto a H, como Z, está con respecto a Z,. 
Demostrar su equivalencia con H,. 

9. ¿Son las propiedades definidas en las definiciones 
10 a 17 de § 3.2 propiedades de carácter finito? (El mé- 
todo para reformularlas en términos de conjuntos es 
obvio .) 

10. Dar un ejempio de una propiedad de una relación 
con respecto a un conjunto que no es de carácter finito. 


aun 


$ 8.3 Axiomas que implican el axioma de 
escogencia. Sin dar detalles exactos conclui- 
mos este capítulo con una breve discusión de 
dos axiomas que, junto con los axiomas de 
Zermelo-Fraenkel enumerados en $ 7.5, im- 
plican el axioma de escogencia, pero no ne- 
cesariamente se cumple el recíproco. 
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Al final del capitulo 6 mencionamos la hi- 
pötesis generalizada del continuo, la cual 
afirma que para cualquier conjunto infinito 
A no existe conjunto alguno B tal que A < 
B < 2^. Lindenbaum y Tarski [1926] enun- 
ciaron sin demostraciön que esta hipötesis 
implica el axioma de escogencia; una demos- 
traciön de este hecho ha sido publicada por 
Sierpinski [1947]. 

Un axioma muy fuerte que implica el axio- 
ma de escogencia asi como ciertos otros 
axiomas, como el del conjunto potencia, es 
el axioma de Tarski para conjuntos inaccesi- 
bles ([1938], [1939}). Antes de enunciar el 
axioma será útil considerar el problema que 
dio lugar al axioma, a saber, el problema de 
la existencia de números cardinales inaccesi- 
bles o números ordinales. Podemos caracte- 
rizar los números cardinales inaccesibles se- 
gún los siguientes lineamientos. Para cada 
conjunto A de cardinales podemos-demos- 
trar, sobre la base de los resultados del ca- 
pitulo 7, que existe un cardinal menor que 
todos que sigue a todós los elementos de 4. 
Este cardinal lo denotamos por sup A. Así, 
No =sup(1,2,3,...,1,...), y Ni = sup 
{No}. Un cardinal m que no es 0 se dice 
que es inaccesible si (i) para todo conjunto 
A de cardinales, tal que Å < my n < m, 
para n en A,tenemos: 

sup A <m 


y (1i)si n< my p< m,entonces n< m. 


cap. 8 


Obviamente No es inaccesible en el sentido de 
esta definición. La pregunta fundamental es: 
¿Puede establecerse la existencia de algunos 
otros números cardinales inaccesibles, sobre 
la base de los axiomas de Zermelo-Fraenkel, 
incluyendo el axioma de escogencia? She- 
pherdson, en cfecto, ha demostrado [1952] 
que el postulado de que no hay otros car- 
dinales inaccesibles es consistente con los 
axiomas de la teoría de conjuntos de von Neu- 
mann-Bernays-Gödel y, con poca modifica- 
ción, su demostración vale para la teoría de 
conjuntos de Zermelo-Fraenkel. 

Fue para el propósito de establecer la exis- 
tencia de números cardinales inaccesibles, 
para lo que Tarski introdujo su axioma para 
conjuntos inaccesibles: * 


Para todo conjunto N existe un conjunto 

M con las siguientes propiedades: 

G) Nes equipotente con un subconjun- 
to de M; 

G) (4: ADM & A < M) es equipo- 
tente con M; 

(iii) no existe subconjunto alguno P tal 
que el conjunto de todos los sub- 
conjuntos de P sea equipotente con 
M. 


Tarski ha demostrado que el número cardi- 
nal de un conjunto M es infinito e inaccesi- 
ble si y solamente si M satisface las condi- 
ciones (ii) y (iii) del axioma. 


* La versión dada aquí es la de Tarski [1939] la cual 
constituye una versión mejorada de la de Tarski [1938]. 
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